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1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Vorgange mit zufilligen Ergebnissen

1.1.1 Beispiele

Vorgang

Ergebnis

beobachtete Merkmale
(= Zufallsvariable)

1. Wurf eines Wiirfels

geworfene Augenzahl w

Augenzahl X (w) =w

2. zweimaliger Wurf
eines Wiirfels

Paar w = (wq, ws)
geworfener Augenzahlen

z.B. S(w) := Summe der Augen-
zahlen oder H(w) := Hiufigkeit
der Sechs bei zwei Wiirfeln

3. n—maliger Wurf
eines Wiirfels

Folge! w = (w1, ..., wy,)

der geworfenen Augenzahlen

Sw):=w1+...+wn,
H(w) := Héufigkeit der Sechs
in der Folge w

4. zufilliges Ziehen einer
Karte aus einer Kartei
mit lauter verschie-
denen Karten

gezogene Karte w

auf der Karte w eingetragene
Merkmale, z.B.

X (w) = Kérperlinge

Y (w) = Geschlecht

Z(w) = Augenfarbe, usw.
in einer Personenkartei

5. n—maliges zufilliges
Ziehen einer Karte aus
einer Kartei

(a) mit Zuriicklegen,
d.h. n—malige Aus-
fithrung von
Vorgang Nr. 4

Folge w = (w1, ..., wn)
der gezogenen Karten
(gleiche Karte mehrfach
moglich)

zugehorige zufillige Werte

X1 == X(wl), X2 = X(wg), e
Yl = Y(wl), Y2 = Y(O.)Q), ce
usw.

(b) ohne Zuriicklegen

Folge w = (w1, ..., wn)
(alle Karten verschieden)
oder Teilmenge

w={wi, ..., wn}

I'Folge: n—Tupel

zugehorige zufillige Werte

Xl = X(wl), X2 = X(WQ), cee
Yi=Y(w), Y2 =Y(w2), ...
wie vorher
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Allgemeiner:
Vorgang Ergebnis zugehorige Merkmalswerte
zufilliges Ziehen einer Stichprobe gezogene Stichprobe X, .., X0
mit n Elementen wq, ..., w, Yi,..., Y,
aus einer Grundgesamtheit ... wie vorher
(a) mit Zuriicklegen Folge w = (w1, ..., wy,)
(gleiche Elemente mehrfach moglich)
(b) ohne Zuriicklegen Folge w oder Teilmenge w = {wy, ..., w,}

wenn Reihenfolge unerheblich ist!!!

Vorgiéinge mit zufilligen Ergebnissen koénnen sich iiber eine Zeitdauer erstrecken. Es sei z.B. X(t) die zufillige
Anzahl der Elemente in einer Warteschlange zum Zeitpunkt ¢, in der zu jedem Zeitpunkt zuféllige Zu- und
Abginge erfolgen kénnen. Allgemeiner kann Z(t) (reell- oder vektorwertig) den zufallsabhiingigen Zustand eines
Systems zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen. Vorgénge die durch zufallsabhéngige Funktionen Z(t) beschrieben werden,
heilen stochastische Prozesse. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung befaf$t sich mit der mathematischen Beschreibung
(Modellierung) von Vorgéngen mit zufilligen Ergebnissen.

1.1.2 Ereignisse

Beispiel zu 1. (einmaliger Wurf eines Wiirfels):

Das Ereignis A := ,,Es wird eine gerade Augenzahl w geworfen“ tritt genau dann ein, wenn w = 2 oder w = 6.
Wir fassen das Ereignis A einfach als die Teilmenge {2, 4, 6} derjenigen Ereignisse w auf, bei denen A eintritt.
Allgemein: Ist V' ein Vorgang mit den moglichen Ergebnissen w € ), so ist ein Ereignis A irgendeine Teilmenge
von ). Die Sprechweise ,, A tritt ein® ist dann gleichbedeutend mit ,,Das Ergebnis w gehort zur Teilmenge A“.

Extremfille:
Das ,unmoégliche Ereignis“ ist die leere Menge (), tritt aber nie ein, da kein w € 0.
Das , sichere Ereignis* ist die ganze Menge 2 aller moglichen Ergebnisse, tritt also immer ein, da stets w € €.

Der Durchschnitt zweier Ereignisse A, B C 2 ist das Ereignis AN B = {w € Qw € A und w € B}, d.h. A und
B treten gleichzeitig zusammen ein.

Die Vereinigung zweier Ereignisse A, B C  ist das Ereignis AU B = {w € Q|w € A oder w € B}, d.h. A oder B
tritt ein.

Komplemetérereignis zu A:
A={weQw¢ A}, dh. ,A tritt nicht ein*.

Beispiel zu 1. (einmaliger Wurf eines Wiirfels):

A:={2, 4, 6}, d.h. gerade Augenzahl und B := {1, 2, 3}, d.h. Augenzahl < 3.
AN B = {2}, d.h. Augenzahl ist gerade und < 3.

AUB ={1, 2, 3, 4, 6}, d.h. Augenzahl ist gerade oder < 3.

A={1,3, 5}

1.1.3 Wahrscheinlichkeit

Ein Vorgang V mit zufilligen Ergebnissen wird vollstdndig beschrieben durch die Menge 2 der moglichen Er-
gebnisse und die Eintrittswahrscheinlichkeiten p; fiir die einzelnen Ergebnisse w;. Die Wahrscheinlichkeiten sind

H(Xl, ..., Xn) wird auch als Zufallsstichprobe (mit oder ohne Zuriicklegen) vom Umfang n des Merkmals X bezeichnet.
II1, B. interessiert bei einer Befragung von Einwohnern einer Stadt (= Grundgesamtheit) nur die Menge der ausgewihlten befragten
Personen, nicht deren Reihenfolge.
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Werte zwischen 0 und 1V, und die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten hat stets den Wert 1. Es gilt also
immer

Zpizl

w; EQ

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein beliebiges Ereignis A C 2 ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen
Ergebnisse w € A, kurz:

P(A) = pi (P : Probability)
wi; €N

) zusammen mit einem Wahrscheinlichkeitsmafi P fiir die Teilmengen (= Ereignisse) von Q heifit dann ein
diskreter¥ Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P).

Fiir obiges Ereignis A := {2, 4, 6} CQ = {1, 2, 3, 4, 5, 6} gilt allgemein P(A) = ps + ps + ps.
Insbesondere haben bei einem Wurf mit einem idealen Wiirfel alle Ergebnisse (= Augenzahlen) w; die gleiche
Wahrscheinlichkeit p; = %. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade Augenzahl gegeben durch

1 1 1
P(A)=P2+p4+p6=6+* 5=

1
2

(=)

Allgemeiner:

Laplacevorginge sind Vorgéinge mit nur gleichwahrscheinlichen Ergebnissen. Gleichwahrscheinliche Ergebnisse
wollen wir auch Félle nennen. Bezeichnet |2 die Anzahl der Elemente (Fille) einer endlichen Ergebnismenge
 und |A| die Anzahl der Fille aus denen das Ereignis A zusammengesetzt ist, so gilt fiir jedes Ereignis eines
Laplacevorgangs:

_ |A] _ Anzahl der Fille von A
Q| Anzahl aller moglichen Fille

P(A)

Diese sogenannte Laplacewahrscheinlichkeit ist somit auf das Abzéhlen von Féllen zuriickgefiihrt, d.h. auf Kombinatorik.

Im allgemeinen Fall sind die Wahrscheinlichkeiten p; der Ergebnisse w; oft unbekannt und miissen aus Beobach-
tungen geschétzt werden. Dies ist eine Grundaufgabe der Statistik.

Fiir die Vereinigung zweier Ereignisse A und B gilt:

| P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)|

Beispiel: zweimaliger Wurf eines idealen Wiirfels
X, := Augenzahl beim ¢ — ten Wurf, ¢ = 1, 2. Jeder mogliche Fall entspricht in der Veranschaulichung einem
Kastchen w mit der Wahrscheinlichkeit p = %.

1 2 3 4 5 6

A= {X1 SS}

B:={X, >5}

S U W N =

IV Gelegentlich gibt man Wahrscheinlichkeiten in Prozent an, also p - 100%
Vdiskret bedeutet, dass man die Ergebnisse zéhlen oder nummerieren kann. €2 ist héchstens abzihlbar unendlich
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12 1
P(B)_?)(S_G3 1
P(AQB):?gzlg 6 24 2
PAUB) =2 = 2 =2

Die Félle in AN B sind in A und in B enthalten und miissen daher wieder abgezogen werden, damit sie nicht
doppelt gezdhlt werden!

Zwei Ereignisse A, B C ) heiflen disjunkt oder unvereinbar, wenn ANB = @, d.h. wenn A und B nicht gleichzeitig
eintreten konnen. Offenbar gilt fiir disjunkte Ereignisse P(A U B) = P(A) + P(B). Allgemein gilt fiir mehrere
paarweise disjunkte Ereignisse A, ..., A, die

Additivitat der Wahrscheinlichkeit

P(AjUAU...UA,) =P (A1) 4+ (A2) + ...+ (4,)

kiirzer:

P (U Ai> =Y P(A)| (falls A; N A; = 0 fiir i # j).
i=1 i=1

Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen A; aus €2 verhalten sich daher wie Massen von Teilstiicken A; eines Korpers
) mit Gesamtmasse P(Q2) = 1.

Zwei Ereignisse A, B C  heiflen (stochastisch) unabhiingig, wenn

|P(ANB) = P(A) - P(B)]

Fiir obiges Beispiel:

P(ANB) = P({X, <3} {X2 2 5)) = o = 2 - 2 = P(4) - P(B)
Deutung: A ist ein Ereignis beim 1. Wurf und B ein Ereignis beim 2. Wurf. Ein Ereignis beim 1. Wurf beein-
flusst nicht ein Ereignis beim 2. Wurf und umgekehrt. Solche Ereignisse, die sich nicht gegenseitig beeinflussen
konnen, also in einem intuitivemn Sinn ,unabhéngig® sind, die sind auch unabhingig gemé&fl obiger Definiti-
on. Entsprechend heiflen mehrere Ereignisse Aq, ..., 4, C Q vollstdndig unabhéngig, wenn fiir jede Auswahl
A, A A;, aus diesen n Ereignissen gilt:

G199 “d4gy =+ 0y LAg

P(A,NA,N...NA;,)=P(A;) P(Ay)-...- P(4i)

Es gilt also die Multiplikativitdt der Wahrscheinlichkeiten vollstdndig unabhéngiger Ereignisse.

Eine etwas schwichere Eigenschaft ist die paarweise Unabhingigkeit der Ereignisse Ai, ..., A,. Hier wird nur
P(A;NAj) = P(4;) - P(A;) fir alle Paare 1 < i < j < n gefordert. Aus vollstindiger Unabhéngigkeit folgt
paarweise Unabhéngigkeit. Die Umkehr gilt nicht!

Beispiel:

Beim Wurf zweier Wiirfel sei A := {X; < 3}, B := {Xy > 3} und C := (AN B)U (AN B). Es gilt:
P(A) = P(B) = P(C) = 4, P(ANB) = P(ANC) = P(BNC) = &+ =  paarweise Unabhingig von
A, Bund C. Aber P(ANBNC) = P(ANB) = § # P(A)- P(B)- P(C) = £, also keine vollstindige Unabhéngig-
keit von A, B, C.
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Da Ereignisse als Teilmengen von 2 aufgefaft werden, gelten fiir das Rechnen mit Ereignissen alle Rechenregeln
der BOOL’schen Algebra fiir die Mengenoperationen z.B. die Distributivgesetze:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Nach dem Dualitétsprinzip der Mengenlehre gibt der vollstdndige Tausch der Zeichen N und U in einer richtigen
Gleichung wieder eine richtige Gleichung.

A; A; d.h. ,keines der A; tritt ein“

I
IDE

1 1

.
I

K2

=

n

ﬂ A; =| |4; d.h. ,nicht alle A; treten ein“
i=1 i=1

Bei einer unendlichen Folge Ay, As, ... von Ereignissen interessieren oft die Ereignisse

o0 o0

ﬂ U A; d.h. ,unendlich viele der A; treten ein“

n=11i=n

o0 o0

L (4 dh. schlieBlich alle A; treten ein® (d.h. alle mit ¢ > n ab irgendeinem n)
n=11i=n

1.2 Elemente der Kombinatorik

Es gibt sechs hdufig auftretende Grundaufgaben fiir das Abzéhlen von , Fillen®. Hierzu liege eine Menge M mit
n verschiedenen Elementen vor (z.B. ein Kartenspiel).

1.2.1 Variationen

(a) Variationen ohne Wiederholung von k aus n Elementen

Es wird k—mal zuféllig ein Element ohne Zuriicklegen aus M gezogen. Das Ergebnis ist ein k—Tupel gezogener
Elemente. (k gezogene Spielkarten liegen nebeneinander.)

Solche durch zufilliges Ziehen entstehenden k—Tupel heiflen auch Variationen von k£ aus n Elementen. Die Anzahl
der verschiedenen k—Tupel (Variationen), die hierbei entstehen kénnen, ist gleich

n(n—1)-...-(n—k+1)]

(b) Variationen mit Wiederholung von k aus n Elementen

Es wird k—mal zufillig ein Element mit Zuriicklegen aus M gezogen. Das Ergebnis ist ein k—Tupel von Einzel-
ziehungsergebnissen. (Die k Ziehungsergebnisse je einer Karte kénnen nebeneinander notiert werden.)

Im Unterschied zu 1.2.1 (a) kann das gleiche Element (die gleiche Spielkarte) dabei wiederholt vorkommen! Die
Anzahl der hierbei méglichen verschiedenen k—Tupel (Variationen mit Wiederholung) ist gleich

1.2.2 Kombinationen

(a) Kombinationen ohne Wiederholung von k aus n Elementen

Es werden wieder k Elemente ohne Zuriicklegen aus M gezogen. Als Ziehungsergebnis wird nun die Teilmenge der
k gezogenen Elementen aufgefasst. Die Reihenfolge der Einzelziehungsergebnisse wird ignoriert. Die Anzahl der
moglichen verschiedenen Kombinationen ohne Wiederholung von k& aus n Elementen ist also einfach die Anzahl
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aller verschiedenen Teilmengen vom Umfang k aus einer Menge vom Unfang n (d.h. mit n Elementen). Diese
Anzahl ist gegeben durch den Binominalkoeffizienten

<Z> i nl no(n—1)... (n—k+1)

n—k)! k!

Begriindung: Die k Elemente einer Teilmenge vom Umfang k£ kdnnen in k! verschiedene Reihenfolgen angeordnet
werden. Einer Teilmenge (Kombination) entsprechen also k! verschiedene Variationen (ohne Wiederholung) ihrer
k Elemente, somit folgt das Ergebnis aus 1.2.1 (a).

(b) Kombinationen mit Wiederholung von k aus n Elementen

Es wird k—mal ein Element mit Zuriicklegen aus M gezogen. Wieder interessiert nicht die Reihenfolge der
Einzelziehungsergebnisse, sondern nur wie oft das j—te Element von M gezogen wurde. Die Ziehungsergebnisse

sind also die Haufigkeiten k1, ..., kj, fiir die einzelnen Elemente von M. Offenbar gilt: k = k1+. . .+k,. Die Anzahl
der dabei verschiedenen moglichen Ziehungsergebnisse (Kombinationen mit Wiederholung) ist also gleich der
Anzahl der unterscheidbaren additiven Zerlegungen k = ky ...+ k, von k mit Summanden k; € No, j =1, ..., n.

Diese Anzahl ist gegeben durch

k+n-1
n—1
Begriindung: Jeder Zerlegung einer Reihe mit k Pldtzen in Abschnitte mit den Léngen kq, ..., k, entspricht
(umkehrbar eindeutig) einer Auswahl von n — 1, Trennpldtzen® in einer Reihe mit k& + n — 1 Plidtzen, und es gibt

genau (k :ﬁ;l) verschiedene Moglichkeiten fiir die Auswahl von n — 1 Trennplétzen unter k + n — 1 Plitzen.

Beispiel:
Darstellung einer Zerlegung von k = 10 in n = 4 Summanden ki, = 3, ko = 2, k3 = 4, k4, = 1 mit Hilfe von
n — 1 = 3 Trennplétzen:

ki =3 ko =2 ks =4 ks=1
LT X
~_ | _—

n — 1 = 3 Trennplédtze

Unmittelbar benachbarte Trennplétze wiirden Summanden k; = 0 entsprechen.

1.2.3 Permutationen

(a) Permutationen ohne Wiederholung

Die Anzahl der verschiedenen mégliche Reihenfolgen (Umordnungen) von n verschiedenen Elementen ist die
Anzahl der Permutationen ohne Wiederholung von n Elementen. Diese Anzahl ist gegeben durch

’n! =1-2-...- n‘ (ergibt sich aus 1.2.1 (a) mit k = n)
(or:=1)

Fiir grole n hat man als Ndherungsformel die Stirling-Formel:

n n
2mn (ﬁ) <n! <+V2mn (E> Lot (rechte Seite ist genauer!)
€ €
z.B. mit n = 20:
2,42278 ...10"® < 20! = 2,432902008...10'® < 2,432902852...10'®

mit n = 100: Um ,,Overflow* im Taschenrechner zu umgehen wird logarithmiert:

100
log(100!) ~ log(v/2007) + 100 - log (e) = 157,96964
100! ~ 10157:96964 _ 1()0,96964 1157 _ g 39485 . 10157
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Mit der genaueren Approximation: 100! ~ 9, 33262 - 10157

(b) Permutationen mit Wiederholung

Es wird k—mal mit Zuriicklegen aus M mit n verschiedenen Elementen gezogen. Dabei sei k; wieder die Haufigkeit
mit der das j—te Element gezogen wird. (Man denke sich n = 4 Farben, z.B. M := {rot, griin, blau, gelb} und
k Ziehungsergebnisse als Farbfolge). Die Anzahl der verschiedenen mdoglichen Reihenfolgen (unterscheidbaren
Farbfolgen) mit den gleichen Hiufigkeiten k1, ..., k, ist gegeben durch

k!
kil kol Kyl

Begriindung: Man denke sich die k Einzelziehungsergebnisse als eine Farbsequenz mit k Pliatzen, auf denen die
Farbe Nr. j genau k;—mal auftritt, j = 1, ..., n. Permutationen (Vertauschungen) von Plitzen mit gleicher
Farbe untereinander &ndern die Farbsequenz nicht. (z.B. bleibt der Tausch zweier roter Plitze unbemerkt).

Es gibt genau kq!- ko! - ... - k,! solcher Permutationen, welche nur Pliatze gleicher Farbe untereinander vertau-
schen. Von den insgesamt k! Permutationen aller k Plitze ergeben also jeweils H;L:1 k;! Permutationen die gleiche
Farbsequenz. Es gibt also insgesamt ﬁ unterscheidbare Farbsequenzen, d.h. verschiedene Reihenfolgen mit
den gegebenen Haufigkeiten kq, ..., k.

Zahlenbeispiel: Bei k& = 100 Ziehungen mit Zuriicklegen aus einem Kartenspiel wurde 27—mal ,Herz“, 21—mal
,2Karo“, 29—mal , Pik“ und 23—mal ,,Kreuz“ erhalten. Es gibt

k! B 100!
kil kol - kgl ks 270-211.29!0. 23!

unterscheidbare Reihenfolgen (= Permutationen mit Wiederholung) fiir diese Ziehungergebnisse.

~ 7,3391 - 10°°

1.3 Kombination unabhangiger Vorgiange, Produktraume

Der Vorgang V' bestehe aus aufeinander folgenden unabhéngigen Ausfithrungen (d.h. ohne irgendwelche gegen-
seitige Beeinflussungen) der Vorgéinge V; mit zufilligen Ergebnissen aus den diskreten Ergebnismengen €2; und
den zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmafien P; auf ;, (i = 1, ..., n). Dann wird V vollsténdig beschrieben durch
(Q, P) mit dem kartesischen Produkt Q = Q4 X ... x Q,, der Menge aller ,Ergebnistupel* w = (w1, ..., wy)
und dem ,Produktmaf8* P = P; x ... X P,. P ist bereits vollstdndig bestimmt durch die Werte P ({w}) =
Pr({wr}) - P (fwn)):

Fiir jedes Ergebnis A C € ist wieder P(A) = > ., P({w}), da Q hochstens abzihlbar ist.

Speziell fiir Ereignisse A C Q der Form A; x ... x A, mit A; C ; gilt:

P(A)=P(A; x...x A,) = f[Pi(Ai)

(daher der Name ,,Produktmaf“).
Die Anzahl der mdoglichen Ergebnisse w € € betriigt offenbar || = ]\, [Q;], falls alle ©; endlich sind. Im

Laplacefall ist P (A; x ... x A,) =[], EéJ

Speziell kénnen die Vorgénge V; - und damit die (€2;, P;) - alle identisch sein. Dann wird V' beschrieben durch
das n—dimensionale kartesische Produkt Q = Q" = Q; x Q1 X ... x Q¢ und das entsprechende Produktmaf
P=P"™W =P xP x...xP,.

1.3.1 Das Gesetz der groBBen Zahlen

Es sei V; ein Vorgang mit Ergebnismenge Q; und A C Q; ein Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit p = P(A).
V(") bezeichne die n—fache Ausfithrung von Vi mit beliebigem n € N und H, (A) sei die absolute Hiufigkeit des
Auftretens von A bei V(™. Dann ist h,(A) := L H,(A) die entsprechende relative Haufigkeit von A.

Man wird vermuten, dass fiir grofie n die Zufallsgrofie h,,(A4) mit hoher Wahrscheinlichket dicht am Wert P(A)
liegt. Genauer gilt das schwache Gesetz der groflen Zahlen:

lim P{|h,(A) — P(A) |>e}=0 firallee>0 (Beweis spiter)
n—oo N— N~

zufillig!  feste Zahl p!
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Th. Royen 1.3 Kombination unabhéngiger Vorgéinge, Produktrdume

Man sagt hierfiir auch: Die Folge der ZufallsgréBen h,(A) konvergiert stochastisch gegen P(A), kurz
hn(A) 2 P(A).

Praktisch bedeutet das: Die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir jedes Ergebnis ldsst sich (zumindest prinzipiell) durch
die relativen Hiufigkeiten h,, (A) fiir dieses Ergebnis in hinreichend langen Wiederholungsfolgen V(™ mit immer
groferer Wahrscheinlichkeit (,,Sicherheit®) immer genauer approximieren!

1.3.2 Stochastische Konvergenz

Allgemeine Definition der stochastischen Konvergenz von Zufallsgrofien
Ist X eine ZufallsgroBe (die auch zu einer festen Zahl ausarten kann) und (X,,) eine unendliche Folge von

Zufallsgrofien, so konvergiert die Folge X, stochastisch gegen X, kurz: X, L X fiir n — 00, genau dann, wenn

lim P{|X, — X|>¢e} =0 firallee>0.
n—oo

Zahlenbeispiel zur stochastischen Konvergenz:
Ein idealer Wiirfel wird n—mal geworfen, dabei sei h,, die relative Haufigkeit der Sechs. Typische Ergebnisse von

fiinf Serien mit je n Wiirfen (durch Zufallszahlen mit Werten 1, ..., 6 im Computer simuliert):
Serien-Nr 1 2 3 4 5
hy (n = 100) 0,17 0,21 0,12 0,19 0,14
hyn (n=10°%) | 0,166982 | 0,166421 | 0,166230 | 0,167056 | 0,167215
1 _
hnﬂazl,lfi fiir n — oo

1.3.3 Unabhidngige Zufallsvariable

Zwei (auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) definierte) diskrete Zufallsvariable X mit den mogli-
chen Werten z; und ¥ mit den moglichen Werten y; heiflen (stochastisch) unabhéngig, wenn fiir alle x;, y; die
entsprechende Ereignisse A; 1= {X = x;}, Bj := {Y = y;} stochastisch unabhéngig sind, also stets

P X=z,undY =y;} = P{X =X,} - P{Y =y,}

Entsprechend heiflen mehrere Zufallsvariable X; mit den moglichen Werten x;,, ¢ = 1, ..., n, vollstdndig bzw.
paarweise unabhéngig, wenn fiir alle méglichen Wertekombinationen (n—Tupel) 1 k,, - .., @k, die entsprechen-
de Ereignisse {X; = z; 1, }, %=1, ..., n, vollstindig bzw. paarweise unabhéngig sind. Fiir vollstindig unabhéngi-
ge Zufallsvariable X; folgt dann auch, dass die fiir beliebige Teilmengen B; der Wertebereiche der X; definierten
Ereignisse A; := {X; € B;} vollstindig unabhiingig sind und daher gilt:

i=1 i=1

Wichtiger Sonderfall:
Vollstdndig unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariable:
(englisch: i.i.d.r.v., d.h. independently, identically distributed random variables)

X sei eine Zufallsvariable bei einem Vorgang V. Der Vorgang V(™ bestehe aus n vollstindig unabhéingigen
Ausfithrungen von V. Die Zufallsvariable X; (auf dem Produktraum Q™ = Q x ... x ) sei definiert durch den
zufilligen Wert von X bei der i—ten Ausfithrung von V,V1i =1, ..., n. Dann sind X;, ..., X,, i.i.d.r.v.

Ist X eine Zufallsgrofe (d.h. reellwertig), dann gilt mit der Verteilungsfunktion F(z) := P{X <z}, x € R, (vgl.
1.4) von X, dass auch alle X; die gleiche Verteilungsfunktion besitzen und fiir beliebige Zahlen z1, ..., z, € R:

P{X;<a1, ..., Xp <an} = [[P{Xi < i} =[] Flas)
=1 i=1

Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung, dass X7, ..., X, vollstindig unabhéngig, identisch verteilte Zufallsgrofien

sind.
Valso X;(w) = X; (w1, - .-

,w) =X(wi), i=1,...,n, allew; €Q

11



1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Th. Royen

1.4 Verteilung von Zufallsvariablen

1.4.1 Wabhrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion

Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X = X (w) eine Zufallsvariable auf 2 mit den moglichen
Werten z; (nicht notwendige Zahlen). Sehr oft handelt es sich um eine zufallsabhéngige Héufigkeit X. Dann sind
die Werte z; € Np.

Definition: Die auf der Wertemenge von X definierte Funktion

(Ausfiihrlicher: P({w € Q| X (w) = z;}).)
hei3t die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X.

Man sagt: Die (Wahrscheinlichkeits)verteilung der Zufallsvariablen X ist bekannt, wenn die Warhscheinlichkeiten
p; = f(x;) fiir alle moglichen Werte x; von X bekannt sind.

Die Verteilung (und damit das Verhalten) einer ZufallsgréBe (d.h. mit reellen Zahlen z; als Werten) kann auch
durch ihre (kumulative) Verteilungsfunktion F' beschrieben werden:

Definition:

|F(z):=P{X <z}, zcR]

(auch Fx(z)) heifit die kumulative Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie X.

Offenbar gilt: F'(x) ist monoton wachsend auf R, und es ist lim, .o F'(z) = 0, lim;_,o F(z) = 1. F ist eine
rechtstetige ,, Treppenfunktion® mit Spriingen p; = f(z;) an den Sprungstellen z;, den Werten von X.

Beispiel: Eine ideale Miinze mit den Seiten (Z, W) = (Zahl, Wappen) wird sechsmal geworfen. Man denke sich die
Ergebnisfolge w = (w1, ..., we) notiert, z.B. w = (Z, W, W, W, Z, W) oder auch w = (Z, Z, W, W, W, W). Es gibt
26 = 64 verschiedene mogliche Ergebnisfolgen w, die bei einer idealen Miinze alle die gleiche Wahrscheinlichkeit
p= 2% = %1 = 0,015625 haben. Die interessierende Zufallsgrofie sei die Haufigkeit X fiir ,,Zahl®“ bei sechs Wiirfen.
Die moglichen Werte von X sind z, = k mit k=0, ..., 6.

Das Ereignis {X = k} tritt genau dann ein, wenn sich in der Ergebnisfolge w an genau k Positionen Z befindet
und an den iibrigen 6 — k Positionen W. Da es (Z) = (2) Moglichkeiten gibt, k aus 6 Positionen auszuwéhlen,
erhélt man die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X durch

6\ 1 1 /6
pk::P{X:k}:<k)26:64<k>’ k=0,1,...,6.

(sogenannte Binominalverteilung mit n =6 und p = %, kurz B(n;p)—Verteilung, vgl. Abschnitt 1.5)

k() | pe=P{X =k =5()
0| 1 | & =0,015625
1| 6 | & =0,093750
2| 15 | £ =0,234375
3120 | 22=0,312500
4| 15 | $2=0,234375
5| 6 | & =0,093750
6| 1 | g =0,015625

Die mathematische Beschreibung durch die B(6; %)—Verteilung bleibt gleich fiir jedes dichotome“! Merkmal

Y, d.h. mit zwei mdglichen Werten y, = N(ein), y; = J(a) und P{Y = ,N“} = P{Y = ,J“} = 1. Graphische

Vllgabelartig, zweiteilig; [grch. dicha ,zweifach)

12



Th. Royen 1.4 Verteilung von Zufallsvariablen

Veranschaulichung der Wahrscheinlichkeitsfunktion einer B(n;p)—Verteilung mit n =6 und p = 2,

also

k= 012 3 45 6

Die Sdulenflichen entsprechen den Wahrscheinlichkeiten py. Die Gesamtflache aller Sdulen entspricht daher 1!

Graphische Veranschaulichung der entsprechenden Verteilungsfunktion mit Sprunghdhen py:

F(z) = P{X <z}

1.4.2 Mittelwert und Erwartungswert

Ein idealer Wiirfel wurde 100-mal geworfen mit folgenden Ergebnissen:

Augenzahl 1] 2]3|4]5]6
beob. Hiufigkeit | 14 | 12 [ 20 | 15 | 21 | 18

Mittelwert der geworfenen Augenzahlen:

14-14+12-2+20-3+15-44+21-54+18-6

v 100 ’
Fiir eine viel groflere Anzahl n von Wiirfen wiirde man
1 1 1 1
T —--14--2+...+--6==-(1424---4+6)=3,5

6 6 6 6

erwarten, da die relativen Héufigkeiten h,, ; = h,({Augenzahl = j}) nach dem Gesetz der grofien Zahlen sto-
chastisch gegen p; = P({Augenzahl = j}) = ¢, j =1, ..., 6, konvergieren.

Allgemein: Es sei V' ein Vorgang und X eine dabei anfallende Zufallsgroie mit den mdoglichen Werten x; und
pj = P{X =z;}. V(") bestehe aus n unabhingigen Wiederholungen von V mit n Beobachtungen (Realisierungen)
von X. Die relative Haufigkeit fiir das Auftreten des Wertes x; sei hy,;. Dann ist der zufallsabhéingige Mittelwert
der beobachteten X —Werte gegeben durch

Y = ijhnj
J

13



1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Th. Royen

d.h. das mit den zufélligen relativen Haufigkeiten h,; gewichtete Mittel aller moglichen Werte x; von X. Fiir

n — oo konvergieren die h,; stochastisch gegen die Wahrscheinlichkeiten p; = P{X = z;} fiir alle j. Somit

konvergieren fiir wachsende n die Mittelwerte X = Y(n) stochastisch gegen den festen Zahlenwert p = ;%5 Dj-
Dies ist fiir endlich viele verschiedene Werte x; klar. Bei abzihlbar unendlich vielen Werten z; soll die absolute

Konvergenz der Reihe vorausgesetzt werden. Dann gilt fiir n — oo:
~(n)
X =) wihey B o=
J J

Definition: Ist X eine diskrete Zufallsgroe mit den moglichen Werten z; und der durch die Wahrscheinlichkeiten
p; = P{X = z;} gegebenen Verteilung, dann heifit die Zahl

pw=EX):= Z xjp; der Erwartungswert von X.
J

(oder px)

Bei unendlich vielen verschiedenen unbeschrinkt groffen Werten || muss der Erwartungswert nicht existieren.
Er existiert, wenn die Reihe }_, x;p; absolut konvergent ist (d.h. >_; |z;j|p; < 00), was in diesem Kurs meist
stillschweigend vorausgesetzt wird. Bei nur positiven Werten z; und divergenter Reihe ), x; p; wird ergiinzend
W= 00 gesetzt.

Der Erwartungswert ist ein wichtiger Parameter (= Kenngrofie) der Verteilung einer Zufallsgrofie. Er kann als
eine Maflzahl fiir den ,,Mittelpunkt* oder das ,,Zentrum“einer Verteilung aufgefait werden. Er entspricht dem
Schwerpunkt einer analogen Massenverteilung. Die folgende Skizze hat daher zwei Deutungen:

1. diskrete eindimensionale Massenverteilung mit ,Massenprodukten® der Masse p; bei Position x; auf der
x—Achse und der Gesamtmasse ;pj =1 mit der Schwerpunktskoordinate x5 = ; ZjDj-

2. diskrete eindimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsgréofie X mit den Wahrscheinlichkeiten
pj = P{X = z;} und dem Erwartungswert u =}, x; p;.

b1 p2p3 Y22 l Ps  DPe Pe
. - 1 - -
r1 T3 T4 T5 Te Ze
Ts =W
Der aus n ii.d.r.v. Xy, ..., X,, gebildete Mittelwert Y(n) = Y, X; ist ein zufallsabhéingiger Schéitzwert fiir

den (oft unbekannten) Erwartungswert u = F(X) = E(X;) mit folgenden Eigenschaften:

1. Y(n) ist ein erwartungstreuer SchitzerV!!! fiir den Erwartungwert, d.h. £ (Y(n)) =pu

) IX

2. Die Folge der Mittelwerte liefert konsistente Schétzer fiir p, d.h. Y(n s fiir n — oo

Rechenregeln fiir Erwartungwerte

1. E(¢X) = ¢ E(X) mit beliebiger Konstante ¢

2. E(X+4+Y)=EX)+E(Y) (Additivitét) (d.h. der ,Erwartungsoperator E ist ein linearer Operator) =
Fiir beliebige Linearkombinationen ;G X von ZufallsgroBen mit endlichen Erwartungswerten gilt:

E(> ¢ X; | =D ¢ E(X;)
j 3

3. Fiir unabhéngige Zufallsgréfien X, Y mit endlichen Erwartungswerten gilt (Multiplikativitét):

E(XY)=E(X) EY)

VIL= ynpverzerrter Schitzer, englisch: unbiased estimate
Xausfiihrlicher: limy,— o0 P {‘Y(n) — ,u‘ > e} = 0 fiir alle ¢ > 0 (stochastische Konvergenz)

14



Th. Royen 1.4 Verteilung von Zufallsvariablen

Beweis zu 3.: Es sei p; = P{X = x;}, q; = P{Y = y;}. Wegen der Unabhéngigkeit ist

E(XY) :ZinyjP{X:xi und ¥V = y,} :Zinyjpiqj :inpi-Zyjqj =FE(X) EY).
i i g i j

Beispiel: Die Zufallsgrofie X habe nur die Werte zg = 0 und 1 = 1 und es sei p := P{X =1}:

E(X)szjpjzo'(l—p)Jrl'p:p

Nun sei S B(n; p)—verteilt mit n =6 und p = % S hat also die moéglichen Werte k =0, ..., 6 mit p, = P{S =
=)
6 6
6\ 1 1 6
E(S) = k- —=—) k- =3
©=3r 1)z s 2 (i)

Einfacher erhélt man E(S) durch Ausniitzen der Additivitdt des Erwartungswertes:

Es sei hierzu I, die Indikatorvariable fiir das Auftreten von ,,Zahl* beim k—ten Wurf (allgemeiner: fiir das
Auftreten des interssiereden Ereignisses A mit Wahrscheinlichkeit p = P(A) bei der k—ten Ausfiihrung von
Vorgang V). Es ist

I 1, wenn A bei der k — Ausfithrung von V eintritt
-7 0, sonst

und E(I) =1p+0(1—p) =p.
Offenbar ist $ =30 _ I}, (2B. S=140+0+1+0+0=2)
und somit
6 1
E(S)=)Y E(Ix)=np=6--=3
k=1

[\]

Offenbar hitte man in dieser sehr einfachen Situation das Ergebnis auch ohne Rechnung ,,intuitiv* richtig erraten.

1.4.3 Varianz und Standardabweichung

Als ein MaB fiir die Schwankung einer Zufallsgrofe X um ihren Erwartungswert y = E(X) kann man die zu
erwartende quadratische Abweichung zwischen X und p ansehen oder besser noch die Wurzel hieraus. Als weitere
Parameter der Verteilung von X definieren wir:

0? = Var(X) := E(X — p)? heiit die Varianz von X und
o = y/Var(X) die Standardabweichung von X%

Ferner heifit p,, := F(X"™) das n—te Moment von X, n € N. (sofern u, noch einen endlichen Wert hat)

Es ist

0? =B(X?-2uX +4?) =E (X?) —2pu B(X) +p* = po — i3
\W—/ R/—/
H2 H=H1

Zur Berechnung einer Varianz ist dies oft einfacher.
Sind x; die moglichen Werte von X mit p; = P{X = z;}, so ist

po = aip; wnd o® = (x;—p)’p; = p2— i’
J J

Rechenregeln fiir die Varianz:

Xenglisch: standard deviation, abgekiirzt SD oder sd

15
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1. Var(a + b X) = b? Var(X) fiir beliebige Zahlen a, b (speziell also Var(—X) = Var(X))
2. Fiir unabhéingige Zufallsgrofien X, Y gilt: Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) (Additivitét)

Allgemeiner gilt fiir nur paarweise unabhéingige Zufallsgrofien X; und Zahlen a, b;, i =1, ..., n:

ar <a + zn: b; Xi> = zn: b? Var(X;
=1 =1

Regel Nr.1 folgt unmittelbar aus der Definition von Var(X). Man beachte, dass E(a + z) = a + E(X), also
X — u=X — E(X) sich bei Addition einer Konstanten a zu X nicht dndert.

Beweis zu Regel Nr.2:

Mit
q; ZP{YZZIJ} und
P{X =u2;,Y =y;} =pig;
und
o = E(X),
Py = E(Y)
ist
E(X — pa)(Y — ) ZZ = ly)Pi @5 = Z(Ii — pa) Di - Z(yj —Hy) 4 =
i J
= (E(X) — pa)(E(Y) — py) =0,
folglich

Var(X ) = BX — o +Y — )2 = B(X — 1122+ B(Y — puy)? + 2 B(X — i) (¥ — piy) =
= Var(X) + Var(Y) 4 0,

was zu zeigen war.

Speziell fiir i.i.d.r.v. Xy, ..., X, mit 02 = Var(X;) folgt:

2

Var (X) = Var ( ZX) 2 iVar(Xi) = %

Die Standardabweichung des Mittelwerts X ist daher:

ox =1/ Var (X) = %

(englisch: standard error of mean, abgekiirzt: SEM)

Beispiel fiir Varianzberechnung:
Fiir eine Indikatorzufallsgréﬁe X mit p=P{X =1} und 1 —p = P{X = 0} gilt 4 = p und po = E(X?) =
12p+02(1 —p) = p, also 02 = pug — p?> = p— p*> = p(1 — p). Die oben schon behandelte B(6; %)—verteﬂte

ZufallsgroBe S = S2°_, Iy hat dann die Varianz Var(S) = Y20_, Var(I) = 6p(1 —p) = 6 - ;-3 =3

und somit die Standardabweichung \/g . Kennt man die Verteilung der Zufallsgrofle X nicht, also auch nicht
die Parameter u = E(X) und 02 = Var(X), so Lifit sich aus wiederholten unabhingigen Beobachtungs- oder

MeBwerten X1, ..., X,, (einer Zufallsstichprobe fiir X) p durch den Mittelwert X schitzen und o2 durch das
Streuungsquadrat s2.
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1.4.4 Streuung

Definition:
1 - 2
2 = Xi — Y
§ n—1 ; ( )
heifit das Streuungsquadrat (oder die Stichprobenvarianz) der Stichprobe X, ..., X,,.

n

1 <\ 2
5= n—1;(Xi_X)

heifit die Streuung oder die Stichprobenstandardabweichung der Stichprobe.
2 ist ein konsistenter und erwartungstreuer Schitzer fiir o2. Letzteres wird gerade durch den Faktor ﬁ vor
der Summe erzwungen. Schreibt man nédmlich

En: (X - X)" = i (x2-2Xx,+X) = f:xf - ﬁixi +n X = ZH:XE —n X,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
nX

so folgt mit E(X;) = E (X) =

E(z (xi_x>2> :E(gm-u— <x_u>>2) =E<2(Xi_u)2> B

2
2 g 2
= —_n— = —1
no’ —n— (n—1)o
Standardisierung einer Zufallsgroffie X mit y = E(X) und o = /Var(X):
X* = M ist die zu X standardisierte Zufallsgrofe. Es ist £(X*) = 0 und Var(X*) = Z;Var(X) = 1. Haben
die X — Werte eine Mafleinheit, so hat o die gleiche Mafleinheit. Somit sind die X* Werte ohne Einheiten (X*
ist eine dimensionslose GrOBe). Zusammenhang zwischen den Verteilungsfunktionen F' von X und F™* von X*:

F(x)ZP{ng}zp{X*:XJ_“gz;“}:F* (I;“)

1.5 Einige diskrete Verteilungen und erzeugende Funktionen

1.5.1 Die Binominalverteilung (B(n; p)—Verteilung)

Das Bernoulli-Schema:

V sei ein Vorgang mit zufilligen Ergebnissen und A ein Ereignis hierbei mit der Wahrscheinlichkeit p = P(A).
Der Vorgang V(™ bestehe in n unabhingigen Ausfithrungen von V und S = S, sei die absolute Haufigkeit des
Eintretens von A hierbei. S hat die moglichen Werte k =0, 1 ..., n und es gilt fiir alle k:

P{S =k} = (Z)p’“(l —p)" "

Definition:
Eine Zufallsgrofle S mit den moglichen Werten k£ = 0, ..., n und der durch obige Formel gegebenen Verteilung
heifit binominalverteilt mit den Parametern n und p, kurz: B(n; p)—verteilt.

Statt ,,.S ist B(n; p)—verteilt“ schreiben wir kiirzer: S ~ B(n; p).

Begriindung fiir obige Formel: Zunéchst sei n =5 und k = 2.
Es sei A11000 das Ereignis , A tritt ein bei den Ausfithrungen Nr. 1 und 2 und A tritt nicht ein bei den folgen-
den Ausfithrungen Nr. 3, 4 und 5.“. Wegen der vorausgesetzten Unabhéingigkeit der Ausfiihrungen von V gilt:

17
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P(A11000) = p-p(1 —p)(1 —p)(1 —p) = p*(1 — p)3. Das Ereignis {S = 2} ist zusammengesetzt aus den (g) = (g)

gleichwahrscheinlichen Ereignissen A11000, 410100, - - -, Aooo11, je nach den (g) Moglichkeiten, die 2 Positionen
fiir 1 (= Eintritt von A) unter 5 Positionen auszuwéhlen. Somit ist P{S =2} = (})p*(1 —p)" % = (g)pQ(l —p)3.
Der allgemeine Fall ist analog erhéltlich.

Wenn in einer Anwendung eine zufillige Hiufigkeit auftritt, so hat sie eine B(n; p)—Verteilung, wenn sie durch
ein Bernoulli-Schema obiger Art zustande gekommen ist!

Beispiel 1:

In einem System mit n Leitungen sei jede Leitung unabhéngig von den iibrigen mit der Wahrscheinlichkeit p frei
und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p belegt. Die zufiillige Anzahl X freier Leitungen ist dann B(n; p)—verteilt. Mit
n =10 und p = 0,1 erhélt man z.B.

1
P{X =0}= (00)p0(1 —p)0=(1-p)'°=0,9"=0,348678...

d.h. mit einer 34, 87%—igen Wahrscheinlichkeit sind alle Leitungen belegt.

P{X>2}=1-P{X=0}-P{X=1}=1- Z (1k0)pk(1 —p)o*
k=0

=1-0,9°-10-0,1-0,9° = 0,263901 ... (= Wahrsch. fiir mindestens zwei freie Leitungen)

Beispiel 2:
In einem Raum seien n Personen versammelt, davon haben X Personen gerade Geburtstag. X ist zufillig und
mit sehr guter Néherung (Schaltjahre!) B(n; s¢=)—verteilt. Berechne fiir n = 100:

P{X =0}, P{X =1}, P{X >2}.
Die obige B(n; p)—verteilte Grofie S, lisst sich als Summe von Indikatorvariablen darstellen. Dies vereinfacht

die Berechnung der Verteilungsparameter = E(S,) und 0% = Var(S,,).
Die Indikatorvariable I; zeigt das Eintreten von A bei der j—ten Ausfiihrung von V' an, d.h.

I 1, wenn A bei der j — ten Ausfithrung von A eintritt
771 0, sonst
n n n
p=ES)=E|Y L | =Y E(l)=> (1-p+0(1-p)=np
j=1 j=1 j=1

Mit E (I;) = E(I;) = p folgt Var(I;) = E (I?) — (E (Ij))2 =p—p?=p(l—p),also

0% = Var(S,) = ZVar(Ij) =np(l—p)

V' Var(S,) = v/np(1 - p)

1.5.2 Die Poisson-Verteilung (P(;)—Verteilung)

Partikel oder ,,Punkte“ seien rein zufillig und homogen®! iiber einen sehr grofien Bereich des R™ (anschaulich
n < 3) verteilt. Es sei X die zufillige Anzahl Punkte in einem Teilbereich von einer Langeneinheit (Fldchen- oder
Volumeneinheit). Fiir gegen oo wachsende Bereichsgrofe gilt immer genauer, dass X poissonverteilt ist mit dem
Parameter yp = E(X), kurz: X ~ P(u), d.h.

k
P{X:k}:e*ﬂ.%, k € No XU

XIhomogen bedeutet, dass die Punkte keine Teilregion systematisch ,bevorzugen®, also iiberall mit gleicher Dichte bis auf rein
zufallige Schwankungen verteilt sind

18
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Der Bereich R oder [0, co) wird oft als Zeitachse betrachtet. Die ,,Punkte® sind dann punktuelle Ereignisse oder
»Signale“ in der Zeit. Bezeichnet X; die Anzahl Signale in einem Zeitintervall der Lénge t [Zeiteinheiten], so ist

E(X)) = e = pt und X ~ P(ut), dh. P{X, = k} = e-nt. &0"

Beispiele:
X := Anzahl der Rosinen in einem Stiick Rosinenbrot vom Gewicht 50 g, das aus einer grofien
Menge Teig mit Rosinen stammt.
Y := Anzahl von Leukozythen (weifle Blutkorperchen) unter dem Gesichtsfeld eines Mikroskops
(oder andere Partikel in einem Ausstrich).
Z = Anzahl Signale pro Zeiteinheit in einem Geigerzéhler nahe einer radioaktiv strahlenden Substanz.

usw.

Eine B(n; p)— Verteilung mit groem n und kleinem p und p = n p kann durch eine P(u)—Verteilung approximiert
werden.
Es gilt ndmlich mit festem p = np fiir n — oo und p = & — 0 fiir jedes k € No:

(g Bt SR (0 0y )

k _ k
n n-n—1)-...-(n—k+1 k
(1= (n-1)-....(n—k+ ).<1_H) L e M
n k! nk n k!
N———
—se—H —1 —1

Zahlenbeispiel mit n = 1000, p = 0,002, p =np = 2:

k| o= (*9°)0,002 - 0,9981000—k e 22

0 | 0,135065 0,135335
1 | 0,270670 0,270671
2 | 0,270942 0,270671
3 | 0,180628 0,180447
4 | 0,090223 0,090224
5 | 0,036017 0,036089
6 | 0,011970 0,012030
7 | 0,003406 0,003437
8 | 0,000847 0,000859
> | 0,999768 0,999763

(d.h. P{9 < X < 1000} = 0,000232)

Wegen der Exponentialreihe e# = 220:0 ’]‘T’: gilt tatsdachlich

und auch

x  k

ST o, A o~ 1! p
E(X):eiﬁzk'ﬁ:eiﬂzk'ﬁzﬂeiﬁllZm:ﬂeiu H:,u67“~e“:,u.
k=0 k=1 k=1 k=0

Ferner ist auch Var(X) = u. Dies zeigt man leichter durch erzeugende Funktionen:

Definition:
Ist X eine ZufallsgréBe mit Werten in Ng und py := P{X = k}, so heifit die Funktion

P(z) = E (2¥) = Zpk 2*
k=0

XU Der Parameter p der Poisson-Verteilung wird oft mit A bezeichnet.
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die erzeugende Funktion von X, bzw. die erzeugende Funktion der durch die Folge (pi)ren, gegebenen Verteilung.
(Falls p = 0 fiir k > n ist P ein Polynom vom Grad < n.) Da die Taylorkoeflizienten der Potenzreihendarstel-
lung durch P(z) eindeutig bestimmt sind, ist die Abbildung (px)ren, — W(z) umkehrbar, d.h. P(z) bestimmt
die Verteilung von X eindeutig. Wegen Y 7~ o pr = > pey Ik| = 1 ist die Potenzreihe fiir \(z) mindestens fiir
alle |z| <1 absolut konvergent!

Oft ist die Bestimmung von Parametern wie pu, i, = E(X"), o2 einer Verteilung einfacher mit Hilfe der
entsprechenden erzeugenden Funktion. Es ist

/Z):ik‘]?k'zk71 ,also /(1 Zk Pe = [t

Z k- pp - 2R 2 calso P'(1) =BE(X(X -1)=E(X?) - E(X)=p2 — p

folglich
o = Var(X) = po — p> = 9" (1) +9'(1) — ($'(1))* =" (1) + u(1 — p)

Beispiel:
Die erzeugende Funktion einer P(u)—Verteilung ist
= Z% — o HohE — gi(z=1)
k=0
V'(z) = pb(2)
P'(2) = p*(z)
also 02 = 2 +pu—p? =p

Die erzeugende Funktion einer B(n; p)—Verteilung ist mit ¢ := 1 —p
" /n
V(z) =Y (k)P’“ " = (g4 p2)”
k=0
Berechne durch Ableitung von 1\ den Erwartungswert und die Varianz einer B(n; p)—Verteilung,.

Erzeugende Funktionen helfen auch bei der Berechnung der Verteilung einer Summe S = X + Y unabhéngiger
Zufallsgrofien mit Werten in Ny. Mit den erzeugenden Funktionen ¥ x, Py und Ppg von X, Y und S gilt:

Bs(z) = B(EXTY) = BEX - 2Y) = B(zY) - B(=Y) = ¥x(2) - by (2)

da mit X, Y auch 2%, 2 unabhingige ZufallsgroBen sind. Es gilt also fiir unabhiingige Zufallsgrofien mit Werten
in Nol

[Wxiv(2) =¥x () - ¥y (2)]
Mit p; = P{X =i}, ¢j =P{Y =4}, rp,=P{S=X+Y =n}ist

oo

Ux(2) Wy (2) =Y piz =Y g2 =Y | Y pirg | "= (Zpk : Qn—k> = e =s(2)
=0 7=0 n=0 \k=0 n=0

n=0 \i+j=n

Es ist also 7, = Y_}_( Pk - ¢n—k- Die Folge (Verteilung) (7, )nen, heiBt die Faltung der Folgen (Verteilungen)
(pi)ien, und (g;);jen,- Der Faltung der Verteilungen entspricht also die Multiplikation der entsprechenden erzeu-
genden Funktionen!

Allgemein gilt fiir die erzeugenden Funktionen { x, mehrerer vollsténdig unabhéngiger Zufallsgrofien mit Werten
in Nol

Uy, x, ( Hlbx
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Sind z.B. die X; ~ P(u;) und vollstindig unabhiingig, so ist
by, x(2) = [ [ (2) = [T o0 = el e
also ist Y, X; ~ P32, 1i)-

Oft werden Verteilungen nach dem Typ ihrer erzeugenden Funktionen benannt, z.B.:

1.5.3 Geometrische Verteilung und negative Binominalverteilung

A sei ein als ,,Erfolg” bezeichnetes Ereignis mit p = P(A) und ¢ = PLZ) =1 — p bei einem Vorgang V. In einer
Folge unabhingiger Wiederholungen sei 7' die Anzahl Misserfolge (A) bis zum ersten Erfolg (A). Bei gleichen
Zeitabstédnden zwischen den Wiederholungen kann 7' auch als die Wartezeit bis zum ersten Erfolg angesehen

werden. Offenbar gilt:

Die erzeugende Funktion {r(z) dieser sogenannten geometrischen Verteilung ist durch eine geometrische Reihe
gegeben:

Nk k__ D
Yr(z)=p)» ¢z e
k=0
Somit ist P(z) = ﬁ und ¢ = E(T) = Y1) = # =1= 1% — 1. Mit P"(1) = 2u? ergibt sich

0% = Var(T) = o

Variante der geometrischen Verteilung:
Es wird die Anzahl Y der Versuche bis zum ersten Erfolg einschliellich gez#hlt, also Y > 1!

P{Y =k} =q¢"'p, keN

by () =py gt = P

k=1

Die negative Binominalverteilung mit den Parametern o > 0, 0 < p < 1, (NB(q; p))—Verteilung ist definiert
durch die erzeugende Funktion

./ XIII e k—
Y(z) =p*(1—g2)* =p” <ka>(Q)kZ’“ ="y <a+k 1)qu"”“
k=0

k=0

Beachte, dass P(1) = p*(1 —¢q) ™ = p® p~* = 1, wie es fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Ny gelten muss.
Es ist

(6%

’ p
V'(z) = OZQW
— (1) = A2
p=y9(1) = @
V'(2) = afa+ 1)‘12(1_2W

'S s 4
" _ _
P'(1)=ala+l)5 — o =a
p p
X Djes ist die binomische Reihe mit den verallgemeinerten Binominalkoeffizienten
(—a) _ —a(-a—=1)-...-(ma—k+1) (a+k—1)-...- (a+1a 7(_1)k(a+k—1)
k/ k! k! B

= (-1
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Fiir X ~ NB(a; p) gilt also:
a+k—-1\ ,
P{X—k}—( L >p q".

Ist z.B. S, = Y._, T; eine Summe unabhéngiger Wartezeiten mit der obigen geometrischen Verteilung, so gilt

Vg (2) = 1_pqz und S, ~ NB(r; p). Die Anzahl Y, der Wiederholungen von V bis zum r—ten Erfolg
einschliellich ist S, + r, also
pz \" r+k—1\ 4
= P Y = = 7".
)= (2) wd pe=ken = (T e

1.5.4 Die hypergeometrische Verteilung H(n; M, N)—Verteilung

Aus einer Grundgesamtheit mit N Elementen, die aus M ,Merkmalstrigern“ besteht und N — M  Nicht-
merkmalstragern“ werden zufillig n Elemente ohne Zuriicklegen gezogen. Das Ergebnis ist eine Teilmenge w =
{wi, ..., wy} gezogener Elemente (= Zufallsstichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen).

X := gufillige Anzahl der , Merkmalstriger® in der Stichprobe w.

Gesucht: Verteilung von X, also P{X = k} fiir alle moglichen Werte k.

Es gibt (JZ ) mogliche Ergebnisse (Teilmengen w), die alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit P{w} = (—ﬁ,) erhalten
werden konnen. Bei zufilliger Auswahl von n Elementen gibt es genau (A,f ) : (]\TZ :],\g/[ ) verschiedene Moglichkei-
ten genau k Elemente aus den M Merkmalstrigern zu erhalten und n — k& Elemente aus den N — M Nicht-
merkmalstrigern. Es ergibt sich also durch Abzéhlen der Ergebnisse (Fille) mit genau k& Merkmalstrigern die

Laplacewahrscheinlichkteit:
() =t
(w)

Falls n <min(M; N —M): 0<k<n.
(Beachte: n—k<N-M = k>n—(N—-M))

P{X =k} = max(0; n — (N — M)) < k < min(n; M)

Zahlenbeispiel:
M = 6 Merkmalstriger, N — M = 10 Nichtmerkmalstriger und n = 5 gezogene Elemente

M =6 N—-M=10
o o
o>8<o
o

o« | X o
oo>x<

d o

9 (5)  15-120

1Sy 4368

= 0,4120879. ..

P{X:Z}:(

Esist p = E(X) =n, 0% = Var(X) = nf XM I=2 oder mit der Abkiirzung p = 4L = Anteil der Merkmal-
striger in der Grundgesamtheit = Wahrscheinlichkeit, bei der ersten Ziehung einen Merkmalstriger zu ziehen:

n=np
N-—n
o? = np(l—p) -

Falls 7 und 4; beide klein sind - d.h. praktisch etwa max (ﬁ, N’jM) < 0,1 -, kann die Verdnderung der
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Grundgesamtheit durch das Ziehen ohne Zuriicklegen vernachléssigt werden, und man erhélt dann die Approxi-
mation der hypergeometrischen Verteilung durch die Binominalverteilung, d.h.

() k) _ (n
P{X =k} = "0~ PPl —p)k XV E=0,...,n
() K
M
P= n<0,1M und n <0,1(N — M).
Zahlenbeispiel:
Unter N = 200 Geréten eines Typs weisen M = 80 Méngel auf (Merkmalstriger). Wie grof} ist die Wahrschein-

lichkeit, in einer Zufallsstichprobe ohne Zuriicklegen mit n = 10 Gerédten genau X = 3 mangelhafte Gerédte zu
finden?

() 0\ o0
P{X =3} = 3,572 =0,21769... ~ ( )()74 -0,6" ~ 0,215
(o) 3
Bemerkung:
Die H(n; M, N)—Verteilung stimmt mit der H(M; n, N)—Verteilung iiberein! Driickt man alle Binominalkoef-

fizienten durch die Fakultiten aus (also z.B. (}) = k,(+ik),), so verifiziert man leicht, dass stets

CoIGD BATeve

() (+r)

gilt!

1.6 Bivariate und multivariate Verteilungen, Kovarianz und Korrelation

Die gemeinsame Verteilung zweier diskreter Zufallsvariabler X und Y mit den méglichen Werten x; bzw. y; wird
durch die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion (WF)

[ (@iy;) — pij=Fflw,y) =P{X =2,Y =y;}

vollstandig beschrieben.
Fiir Zufallsgrofen (reelle Werte!) ist die gemeinsame Verteilungsfunktion (VF) definiert durch

Flz,y):=P{X <z, Y <y}= > flaiy)

z;<x,y; <y

fiir beliebige z, y € R.

Sind fx, fy die Wahrscheinlichkeitsfunktionen von X bzw. Y allein, so ist die Unabhingigkeit von X und Y
dquivalent zu

flxi, y;) = fx(x;) - fr(y;) fiir alle moglichen Werte x;, y;.

Sind die Werte z; =4, y; = j aus Np, so ist die gemeinsame erzeugende Funktion 1) von (X, Y) definiert durch

W(s, 8) = Bs™ ) =323 py st (lsl, 1 < 1)

i=0 §=0
XIVrechnerischer Nachweis:
M\ (N—M M(M~—1)-...(M~k+1) (N=M)-...(N=M—(n—k)+1)
(k)( n—k ) _ Al (n—R)!
(N) - N(N—1)-....(N—n+1)
n n!
_ n! MM-1)-...-.(M—k+1) (N-M)-...-(N-—M—-(n—k)+1)
CEn—-k)! NHN-1)-...-(N—k+1) (N—k)-...-(N—n+1)
k Faktoren n—k Faktoren

M
— " pk(l —p)"fk fiir feste Zahlen n, k und M, N — co mit — — p
k N
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Im Fall der Unabhéingigkeit von X und Y sind auch s¥, t¥ unabhiingig, und es ist mit den erzeugenden Funktionen
Vx, by von X bzw. Y:

Y(s, t) = E(s™ - 17) = B(s¥) E(t") = bx(s) - by (1)
Aus der gemeinsamen Verteilung von X und Y erhélt man auch die Verteilungen von X bzw. Y allein: Wegen

{X =u;} ={X = z;, Y beliebig} = U{X =uxz;, Y =y;}
J

ist

PX=u}=) P{X=u,Y =y} =) pij

J J

Kurzschreibweise hierfiir:

pi. = Zpij

J

Der Punkt in p;. steht also fiir die Summation iiber den weggelassenen Index! Analog ist

P{Y =y} =p; =) pij.

Weil in einer Tabelle mit den Wahrscheinlichkeiten p;; die Werte p;., p.; oft als Randsummen eingetragen werden,
nennt man die Wahrscheinlichkeiten p; , p ; auch die Rand- oder Marginalwahrscheinlichkeiten (engl. margin =
Rand).

Beispiel:
In einer bestimmten Region finden sich in der Gesamtheit der Arbeitnehmer folgende Anteile®V
pij = P{X =;, Y = y,} fiir die Merkmale X = Einkommensklasse und Y = Geschlecht:

Y : Geschlecht Verteilung von X :
X : Einkommensklasse | y1=m ya=w | p;, = i Pij
21 = niedrig | 0,188 0,226 | 0,414
To = mittel 0,415 0,118 | 0,533
x3 = hoch 0,042 0,011 | 0,053
Verteilung von Y : | 0,645 0,355 | 1,000

Pj=2_iDij

1.6.1 Kovarianz und Korrelation
Fiir bivariate Verteilungen definieren wir zwei weitere Parameter:
Definition:

Sind X, Y zwei Zufallsgrofien mit den Erwartungswerten ux = E(X), py = E(Y) und den Varianzen 0% =
Var(X), 02 = Var(Y), so heifit

oxy = Kov(X,Y) := E((X — px)(Y — py))
die Kovarianz von X und Y und

OXYy _ KOV(X, Y)
oxoy  y/Var(X)./Var(Y)

p=Korr(X,Y) :=

der Korrelationskoeffizient oder kiirzer die Korrelation von X und Y. Es ist

E((X —px)(Y —py)) = E(XY —px Y — py X + px py) =
=EB(XY) - px py — py px + px py = E(XY) — px py

XV Anteil einer Merkmalskombination (z;, y;) in der Grundgesamtheit © dieser Arbeitnehmer = Wahrscheinlichkeit bei zufilliger
Ziehung eines Arbeitnehmers w € 2 gerade diese Merkmalskombination (x;, y;) zu erhalten.
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also
Kov(X,Y) = E(XY) - E(X) E(Y) = pxy — px pty
Die Kovarianz hat folgende Eigenschaften:

1. X, Y unabhingig = Kov(X,Y)=0
Die Umkehr gilt nicht allgemein!

2. Kov(X, X) =Var(X) (oxx =0%)

3. Kov(ag+ a1 X, bp +01Y) =a; hh1Kov(X, Y)
allgemeiner: Kov(ao + 2, a; Xi, bo + 3, 0; ;) =3, >~ Kov(X;, )

4. [Kov(X, Y)| < +/Var(X)/Var(Y) (lox x| <oxoy)

Das Gleichheitszeichen steht hier nur, wenn eine lineare Beziehung ¥ = a + b X zwischen X und Y besteht mit
Konstanten a und b.

Entsprechend gilt fiir die Korrelation von X mit Y:
1. X, Y unabhéngig = p=0
2. |p|:m<1 und |p| =1 nur, falls Y =a+ b X mit b # 0

ox oy —

Definition:
X, Y heiflen unkorreliert, wenn p = 0

Aus der Unabhéngigkeit folgt die Unkorreliertheit von X und Y, die Umkehr muf} nicht gelten!

Haben die abhingigen Zufallsgrofien X, Y die Abweichungen X — pux und Y — py die Tendenz, hiufiger gleiche
und seltener verschiedene Vorzeichen anzunehmen, dann ist die Kovarianz oxy und damit auch p > 0. Eine
positive Korrelation zwischen X und Y l&dsst sich als eine ,positive“ Abhéingigkeit zwischen X und Y deuten.
Entsprechendes gilt fiir cxy und p < 0.

Kovarianzen treten als Zusatzglieder in der Varianz einer Summe S = > | X; abhéingiger Zufallsgréfen X; auf:
Mit Hi = E(Xz), Ui2 = Var(X,) und 045 = I(OV(AXVi7 XJ) ist

Var(S) = E(S — E(5))* = E <Z(X¢ - Nz‘)) =E (Y (Xi—m)?+2 > (Xi—p) (X, —py) | XV

i=1 i=1 1<i<j<n

= Xn:Var(Xl) + QZKOV(Xi, Xj) = ZH:O'? + 220’1']‘
=1 =1

i<j 1<j

Beispiel:
S := Anzahl der ,Merkmalstriiger,, in n Ziehungen ohne Zuriicklegen aus einer Grundgesamtheit mit N Elemen-
ten, darunter M Merkmalstragern.

g - Z X, mit X, = { 1, Merkmalstriager bei ¢ — ter Zichung gezogen }
P 0, sonst
E Xz = =
(Xi) =p =+
Var(X;) = p(1 - p)
S~ H(n; M, N)

Var(S) =7

M(M —1)

m (i # 7) vgl. Ubungl, Aufgabe 4c

EX,X;)=P{X;=1, X, =1} =

V2 S cicion = iz
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=  Kov(X;, X;) = B(X; X;) - E(X;) BE(X;) = ]\]\{E% 11)) N %% -
) M 1 M M p(1—p)
- (M—I—N(N—1)>:_N_1N<1 ]\7>_—N—1

Var(S) = iVar(Xi) + 2 Z Kov(Xi, Xj) =

1<i<j<n

=np(l—p)—n(n— 1)% =np(l—p) (1 - ;__11>

Die schwach negative Korrelation der Indikatorgréfien X; bewirkt eine um den Faktor 1—% = %:T (m - %
kleinere Varianz als beim Ziehen mit Zuriicklegen! (np(1 — p) = Varianz einer B(n; p)— Verteilung)

)XVH

Schitzung von Kovarianz und Korrelation aus einer Zufallsstichprobe mit i.i.d.r.v. Wertepaaren (X;, Y;), i =
1, ..., n

L (- X% - V)
i=1

JXVIL sxy i (X - X)(Yi-Y)

sxy = 0xy =

r=p o= o s ) (<)
Xy \/Ei:1(Xi_X)2' \/Zi:l(yi _Y)2
Siehe dazu auch in Kapitel 1.4.4 auf Seite 17.
Bemerkungen:
Fiir das Skalarprodukt der Vektoren
T1—7 ]
RES und ¢ := mit &, yeR"
Ty — T Yn — Y

gilt geméaf der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

|7 e 4]

——— <1 (=1nur fiir y=>b%), also |r| < 1¥X,
2] - 1]

Wegen r = 1, = p fiir n — oo folgt auch |p| < 1 und somit |oxy| < ox oy fiir die Kovarianz. (vgl. obige
Eigenschaft Nr. 4 der Kovarianz.)

Die Korrelation p zwischen X und Y ist dasselbe wie die Kovarianz der standardisierten Zufallsgrofien X* :=
X—px yx . Youy,

ox oy

X—pux Y-
Kov(X*, Y*) = E ( px “Y> oxXy
0x Oy

ox Oy

1.6.2 Multivariate Verteilungen

Sind X1, ..., X, diskrete Zufallsvariable mit moéglichen Werten x;,, ¢ =1, ..., r , so ist die gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsfunktion
f(l‘lkl, ey xrkr) = P{X1 = T1kqys + > Xr = l‘rkr}

XVH%: Auswahlsatz
XVIIK orrelationstaste am Taschenrechner!
XIXie bekannt:

81

¥
]

Z-y=|Z||y| -cosp = cosp= = Jcosp| <1

8l
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Th. Royen 1.6 Bivariate und multivariate Verteilungen, Kovarianz und Korrelation

Haben alle X; den gleichen Wertebereich mit Werten xj, so kann man einfacher schreiben:
f(.’ﬂkl, ey xkr) = P{Xl =Tkyy ooy Xr = l‘kr}
Fiir r ZufallsgroBen X; ist die gemeinsame Verteilungsfunktion F(zq, ..., z,) := P{X; < zq, ..., X, < z,} fir

alle (1, ..., z,.) €R".

1.6.3 Die Multinomialverteilung

Es seien A;, ..., A, paarweise disjunkte Ereignisse bei einem Vorgang V mit p; = P(A;) und Zzzl pi = 1.
Meist sind die A; durch die r moglichen Werte (,, Auspriagungen®) z; eines Merkmals Z definiert, also A; = {Z =
zi}, i=1,..., 7. Essel ¥; (oder Y;;) die absolute Haufigkeit von A; (bzw. des Wertes z;) bei n unabhéngigen
Ausfithrungenvon V, i =1, ..., r. Esist also 0 < Y; <nund >._, ¥; = n. Die gemeinsame WF von (Y7, ..., Y,)
ist dann durch
n! n n
f(na, .oony)=P{Yi=n1, ..., Y, nr}:ﬁpl et Dyt
S (7

gegeben, wobei alle n; >0, >0 n;=nund Y.,_, p; = 1.

Fiir » = 2 erhélt man mit p1 = p, po =1 —p, n1 = k, ny = n — k die frithere Formel (Z)pk(l —p)"F fiir die
B(n; p)—Verteilung. Y = (Y1, ..., Y,) hat eine Multinomialverteilung mit den Parametern n, p1, ..., p,, kurz
Y ~M(n; p1, ..., Dr).

Jede einzelne Héufigkeit Y; ist B(n; p;)—verteilt, also ist

E(Y;) =np;
Var(Y;) = npi(1 —p;).

Kov(Y;, Y;) fiir ¢ # j kann mit Hilfe von Indikatorvariablen berechnet werden:

o 1, wenn A; bei der k — ten Ausfithrung von V' eintritt
*=1 0, sonst

Entsprechend seien X; die Indikatorvariablen fiir A;, also

Y; = z”: Xik
k=1

Y; = ZXﬂ
=1

Da A;, A; einander ausschlieffen, ist stets X;, X;i = 0 und

EY:Y;)=E (i: zn:Xik le) =D B(Xu Xj0) = Y BE(Xa) E(Xj) = n(n —1)pip;

11— "zl "zl n(n—1) Summanden!
Somit folgt:
Kov(Y;, Yj) = E(Y;Y;) — E(Y;)E(Y;) = n(n — 1)pip; —npinp; = —npip; (i #j)
Alternativ hierzu kann man mit der erzeugenden Funktion

T

r n
_ Y V) = R nl oy
11)(21,---7Zr)—E(Z11'---'Zr )—(;m%) = Z mn(pzzz)

ni+...4+n,.=n =1

der M(n; p1, ..., pr)—Verteilung

0%
B(Y;Yj) = 5——=—(1, ..., 1) =n(n— D)pip;
g J

erhalten.
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1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Th. Royen

Zahlenbeispiel:

Ein Kartenspiel enthilt 16 rote, 12 griine, 12 blaue und 8 gelbe Karten. Es wird 30—mal zuféllig eine Karte mit
Zuriicklegen gezogen und jedes mal die Farbe notiert. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass 9—mal eine rote,
8—mal eine griine, 7—mal eine blaue und 6—mal eine gelbe Karte gezogen wird?

300 1\ /1\®/1\" /1\°
P{Y1=9,Y,=8,Y3=1, Y4:6}:9!8!7'6'<3> (4> (4> <6) = 5,066579 - 10~°.

1.6.4 Die multivariate hypergeometrische Verteilung

Eine Grundgesamtheit mit /N Elementen enthilt M; Elemente mit der ,Merkmalsauspragung® Nr. j, j =
1,...,r, My +...+ M, =N.
Es wird n—mal ein Element zuféllig ohne Zuriicklegen aus dieser Gesamtheit gezogen. Dabei sei Y} die Haufigkeit

der Merkmalsausprigung Nr. j in dieser Stichprobe, j = 1,...,r. Die gemeinsame Verteilung von
Y = (Y3, ..., Y,) ist eine multivariate hygergeometrische Verteilung, abhéingig von den Parametern n, My, ..., M.,
kurz Y ~ H(n; My, ..., M,)*X. Es ist
Go) oo )
PYi=ny, ..., =0} =—"2———""" mitny+...+n.=n

()

Jede einzelne Héufigkeit Y; ist H(n; M;, N)—verteilt, und es ist fiir ¢ # j:

1 M.
Kov(Y;, Y;) = —np; p; <l—n ) mit p; ==L, j=1,..., 1

N -1 N
Fiir n < min(My, ..., M,) kann die H(n; My, ..., M, )—Verteilung durch die M (n; p1, ..., p,)—Verteilung mit
p; = % approximiert werden, da sich dann das Ziehen ohne Zuriicklegen nicht mehr merklich vom Ziehen

mit Zuriicklegen unterscheidet, die Verénderung der Grundgesamtheit durch die sukzessiven Entnahmen somit
vernachldssigbar ist

Zahlenbeispiel:
Die gleiche Grundgesamtheit aus Karten wie im Beispiel zur Multinomialverteilung, jetzt aber mit n = 30
Ziehungen ohne Zuriicklegen:

16\ 12\ /12\ /8
P{Y1:9,Y2=8,Y3=7,Y4:6}=M:o,om?%a..

(s0)
1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Bayes-Formel

1.7.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel: Wurf zweier idealer Wiirfel

1 2 3 45 6
1
2 A:={X, <2}
3
4 B:={X; + X, <5}
)
6
12 1
P(A) =2 =~
36 3
10 5
(B) = 36 = 15
36 18
7
P(ANB)=—
( ) =35
XXWegen M1 +. ..+ M, = N kann man auch die Schreibweise H(n; My, ..., My_1, N) vereinbaren. Fiir r = 2 stimmt diese Notation

mit der Bezeichnung H(n; M, N) fiir die univariate (= eindimensionale) hypergeometrische Verteilung iiberein
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Th. Royen 1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Bayes-Formel

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir A, wenn schon bekannt ist, dass B bereits eingetreten ist?

Schreibweise: P(A|B)

Sprechweise: bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B (nédmlich unter der Bedingung, dass B eingetreten ist)
Z#hle hierzu nur die Fille von A innerhalb von B! B tritt hier an die Stelle der Grundgesamtheit {2 mit allen 36
Fillen!

1 _ & punp) o
P(A|B) = 010 " pp) zum Vergleich: P(A) = 3 < P(A|B)
7 5% P(BNA - 5
P(B|A) = 5= L = TP zum Vergleich: P(B) = T P(BJA)

Allgemeine Definition:
A und B seien zwei Ereignisse mit P(B) > 0 bei einem Vorgang mit zufilligen Ergebnissen.
P(ANDB)
P(A|B) := ———

heif}t die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B.

Stets gilt:
P(ANB) = P(A|B) P(B) = P(B|A) P(A).
Speziell fiir unabhéngige Ereignisse A, B gilt:

P(AN B) = P(A) P(B) = P(A|B) P(B) =
— P(BN A) = P(B) P(A) = P(B|A) P(A)

Nach Division durch P(B) bzw. P(A) folgt:

| A, B unabhingig < P(A) = P(A|B) & P(B) = P(B|4)]

Zur Veranschaulichung der Gleichung P(A) = P(A|B), welche die Unabhéngigkeit von A und B zum Ausdruck
bringt:

Stellen sie sich vor, sie miissten raten, ob A eingetreten ist. Wenn fiir sie dabei die zusétzliche Information,
dass B bereits eingetreten ist, vollig wertlos ist, weil die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A durch diese

Information nicht veréndert wird, dann sind A und B unabhéngige Ereignisse, und es gilt dann auch umgekehrt:
P(B) = P(BJ|A).

Beispiel:

Gemeinsame Verteilung von Einkommensklasse X und Geschlecht Y (siehe Beispiel auf Seite 24):

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig aus dieser Grundgesamtheit gezogene Person ein hohes Ein-
kommen hat, wenn sie ein Mann ist, hat den Wert

ps1 0,042 XX

I
311 := P{X = hoch|Y = == ~ 0,0651 > = P{X =hoch} = 0,053.
P31 { och| m} P1 0,645 p3. { och}

(also p31 > p3.p.1) Die entsprechende Wahrscheinlichkeit, falls die gezogene Person eine Frau ist:

P32 O, 011

P32 == 0,355

~ 0,0310 < p3. = 0, 053.

(also p3z < p3.p.2)
Bei Unabhéngigkeit von X, Y hétte fiir alle Werte x;, y; gelten miissen:

DPij = Pi.D.j-

XXlps = pa1 + p32
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1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume Th. Royen

Die bedingte Verteilung eines diskreten Merkmals ¥ mit Werten y; unter B ist definiert durch die bedingten
Wahrscheinlichkeiten

Y =y}nB)
P(B)

P
f(yj|B) =P{Y = yj|B} = ( fiir alle moglichen y;

Beispiel:
Es seien X7, X5 unabhingige P(u;)—verteilte Haufigkeiten. Gesucht ist die Verteilung von X; unter der Bedin-
gung {X; + X2 = n} mit bekanntem n € N, also die Wahrscheinlichkeiten

pri=P{X1=klX;+Xo=n}, k=0,...,n
_P({Xlzk}ﬂ{X1+X2:ﬂ})_P{X1=k7X2:TL—]€}
Pk P{X, + X5 =n} P{X, + X5 =n}

Wegen X1 + Xo ~ P(uy + us) folgt:

k n—k
67/41 .“71.6*#2 . M2

! (R _ n! . ( i )k ( [h2 )nk:
Pr e—(n1tu2) . (MZ% El(n—k)! \ 1 + po 1+ o

ny K n—k : M1
p(l—p mit p = .
<k/’) ( ) M1+ p2

Kurz: X;| X1+ Xo=n ~ B(n; p).

Eine statistische Anwendung:

In zwei Stadten S7, S mit N7 = 57600 und N2 = 86400 Verkehrsteilnehmern kommen in einem Jahr insgesamt
X1 4+ X5 = 11 todliche Verkehrsunfille vor, davon X; = 7 in Sy.

Wie glaubwiirdig ist die sogenannte Nullhypothese

Hj := Das Risiko (die Wahrscheinlichkeit) eines todlichen Verkehrsunfalls ist in beiden
Stédten identisch, d.h.

m_EXy) M

H2 B E(X2) B N,
Als Maf fiir die ,,Glaubwiirdigkeit* von Hy kann man die unter Annahme der Giiltigkeit von Hy berechnete
Wahrscheinlichkeit ansehen, dass X; mindestens so hoch ausfillt wie der beobachtete Wert 7 bei gegebener

Gesamtzahl X + Xo = 11. Mit

p: Ml = Nl =
1+ p2 N+ Ny

0,4

erhalt man:

11

11

Py {X1 > 7 X1+ X =11} = Z <k>0,4’“ 0,677 =0,09935--- ~ 0,1
k=T

Das, was tatséchlich eingetreten ist - ndmlich {X; > 7|X; + X3 = 11} - ist also ein verhéltnisméBig unwahr-
scheinliches Ergebnis, wenn Hy wahr wire. Unter der Alternativhypothese H;: ,das Risiko ist in Sy grofler als in
Sy wire auch die Wahrscheinlichkeit fiir {X; > 7|X; + X5 = 11} grofer.

Solche Alternativentscheidungen zwischen zwei Hypothesen (einander ausschlieBende Vorstellungen iiber die Rea-
litét, bzw. iiber Werte unbekannter Parameter) nennt man in der Statistik Tests. Wenn bei einem fiir das vorlie-
gende Entscheidungsproblem geeigneten Testverfahren das ,, Glaubwiirdigkeitsmaf3* Py, unter einen vorgegebenen
Wert a (meist @ = 0,05 oder o = 0,01) féllt, dann wird Hy als unglaubwiirdig abgelehnt. a heifit das Niveau

des Tests oder genauer die Irrtumswahrscheinlichkeit des Tests fiir den sogenannten Fehler 1. Art, d.h. Hy abzu-
lehnen, obwohl Hy wahr ist.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten treten auch beim Ziehen ohne Zuriicklegen auf. Die moglichen Ziehungen und ihre
bedingte Wahrscheinlichkeiten lassen sich durch Ereignisbdume darstellen. Es soll z.B. zweimal aus insgesamt drei
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Th. Royen 1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Bayes-Formel

yroten® und zwei ,,weilen* Elementen zufillig ein Element ohne Zuriicklegen entnommen werden. Der folgende
Ereignisbaum zeigt alle moglichen Ziehungsfolgen als Pfade:
N =5 M =3 . rote“ und N — M = 2 ,weifle* Elemente:

weif3 rot weify rot
2. Ziehung

1. Ziehung

Mit Z; := Ergebnis der i—ten Ziehung, i = 1, 2, ist z.B.:

2
P{Z; = weif} = E

P{Zy =rot|Z; = wei}} = —

P{ZQ = I‘Ot, Z1 = Welﬁ} =

=0,3

oo I
o] N

3 2 1 3 3
P{Z2:r0t}:P{ZQZI"Zl:W}P{ZlZW}+P{ZQZY|Z1:r}P{ler}zzg 53:6

Das letzte Ergebnis folgt einfacher direkt daraus, dass jedes der 5 Elemente mit gleicher Wahrscheinlichkeit bei
der zweiten Ziehung gezogen werden kann.

Allgemeiner:
Ein System mit endlich vielen moglichen Zusténden zi, ..., z, nimmt an aufeinadner folgenden Zeitpunkten
to, t1, ..., tx die zufallsabhingigen Zustinde Zy, Z1, ..., Z} an. Es sei Agz) = {Z, = z;}. Alle moglichen

zeitlichen Entwicklungen des mit dem Zustand zj;, startenden Systems koénnen durch die bei der Wurzel Agg)

beginnenden Pfade mit den Knoten Ag-f) auf der i—ten Stufe (Ebene) dargestellt werden. Z.B. ist mit k = 2:

(0) (1) @) _ (0) (1)) 400 (2)) 4(0) 1)
P (Ajo N Ajl ) N Aj2 ) =P (Ajo ) P (Ajl |Aj0 ) P (Aj2 |Ajo N Aj1 )
Fasst man die bedingten Wahrscheinlichkeiten

— p (4D 4©® (-
=P (AD1AD 0 Al

Pjiljo- g1
(
J
ten Systementwicklung = der Wahrscheinlichkeit eines bestimmten bei Agg) startenden Pfades = Produkt der
Bewertungen der einzelnen Pfadabschnitte.

Besonders wichtig sind Systeme, bei denen die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Zustand zj,_, in einen
Zustand z;, nur von diesen beiden Zusténden und nicht von den fritheren Zustéinden oder der Zeit abhingen
(sogenannte stationére Markovketten). Mit der vereinfachten Notation z; := Wert von Z; ist dann stets

P{Z;=2|Zi 1 = zi—1, ..., Zo =20} = P{Z; = zi|Zi—1 = zi—1})

als Bewertungen der Pfadabschnitte zwischen A 1:11) und Ag) auf, so ist die Wahrscheinlichkeit einer bestimm-

Einfaches Beispiel:

Zwei Spieler spielen mehrmals hintereinander ein Spiel. Die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir Spieler Nr. 1 sei p.
Im Fall eines Gewinns erhélt Spieler Nr. 1 einen Euro, umgekehrt verliert Spieler Nr. 1 mit Wahrscheinlichkeit
¢ = 1 —p und muB einen Euro an Spieler Nr. 2 zahlen. Es sei S,, = X7 +...+ X,, der ,,Gewinn“ von Spieler Nr. 1
nach n Spielen, wobei p = P{X,; = 1}, ¢ = P{X; = —1}, alle X; i.i.d. Offenbar gilt (bei unbeschrénkten Kredit):

P{S,, = $p|Sn-1=8n-1, .-, S1 =81} = P{Sp = 81|Sn-1 = Sn—1}
und zwar

P{S, =k|Sp-1=k—-1}=p

P{S, =k|Sn-1=k+1} =¢

Ubung:
Berechne P{S,, =k} fir —n <k <n.
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1.7.2 Die Bayes-Formel

Vorbemerkung:
Ist By, ..., By, eine Zerlegung des sicheren Ereignisses (2, d.h.

i=1

so gilt fiir jedes Ereignis A C Q:

P(A)=P(ANQ) =P (Lnj AN BZ) = i P(ANB;) = ip(m&) P(B)).
i=1 =1

i=1

Nun seien Ai, ..., Ay, und By, ..., B, zwei verschiedene Zerlegungen von Q, Q = JI", A, = U?Zl Bj. Ferner
seien alle Wahrscheinlichkeiten P(B;) und P(A;|B;) bekannt. Gesucht sind die ,, umgekehrten“ bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(By|A;).

Bayes-Formel:

_ _ P(Ai|By) - P(By)
Y1 P(Ai|By) - P(Bj)

P(By|4;)

Begriindung:
Der Zghler ist P(A; N By) = P(Br N A;) und der Nenner ist nach obiger Zerlegungsformel gleich P(A4;).
Beispiel:

Q) := durch Roéngten auf Tuberkulose (TB) gepriifte Grundgesamtheit von Personen.
A := ,positiver Befund auf TB bei zufillig ausgewéhlter Person®

B := ,zufillig ausgewéhlte Person hat tatséichlich TB*

P(A|B)=0,95 (= Wahrscheinlichkeit fiir richtig positiven Befund)
P(A|B) =0,01 (= Wahrscheinlichkeit fiir falsch positiven Befund)
P(B) = 0,001 (= Anteil der TB-Kranken in )

Wie grof} ist bei positivem Befund die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass tatséichlich TB vorliegt?

(hier Al :A, A2 :A, Bl :B, BQ :B)

P(BIA) = P(A|B) P(B) B 0,95 - 0,001
" P(A[B)P(B) + P(A|B) P(B) 0,950,001 + 0,01 - 0,999

~ 0, 0868.
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2 Stetige Verteilungen

2.1 Wahrscheinlichkeitsdichte, Parameter von Verteilungen

2.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte

Es sei X eine ZufallsgroBe mit einem Intervall (a, b) als Wertebereich (a = —oo oder b = co zuléssig):

Definition:
X heift stetig verteilt, wenn die Verteilungsfunktion (VF) F(z) = P{X <z}, = € R, stetig ist.
Ist F'(z) (wenigstens stiickweise) differenzierbar, so heifit

f(a) = < F(a)

die Wahrscheinlichkeitsdichte (WD) von X

Stets gilt dann: f(z) > 0 und
Play < X < 20} = Flas) — Fla1) = /f(x) dz

Insbesondere:

und
/ fl@)dz=1

[S%9) b
/ f(z)dx = /f(:r) dz, falls f(z) =0 fur « & (a, b)

ZEICHNUNG FOLGT!!

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {x; < X < xo} ist also anschaulich die Fliche unter der Dichtekurve
zwischen den Stellen x; und zo. Es ist hier belanglos, ob 1 < X oder x; < X geschrieben wird.

2.1.2 Einige Parameter (KenngréBen) von Verteilungen

1. Die Momente von X:

Fiir eine Zufallsgrofe X mit der W-Dichte f(z) ist das erste Moment p; der Erwartungswert
= BX) = [*. o f(r)de)

Man sagt: p ,existiert, wenn ffoocxf(x) dzx absolut konvergent ist , d.h. ffooo |z| f(z)dz < co. Dann ist auch
ffooo x f(x) da konvergent und p ist eine reelle Zahl.

Entsprechend ist das n—te Moment p,, = E(X") = [ 2" f(z)dz, n € Ny, falls noch [~°_|z|" f(z)dz < .

1Zur Veranschaulichung: X kann nur diskret als X* gemessen werden mit mdglichen Werten z; und Abstinden Az = 1 — z;.
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(1o =1, p1 = p). Aus der Existenz von p,, folgt immer die Existenz von py, fiir alle & < n.
In der Regel wird in diesem Kurs fiir eine Zufallsgrole mindestens die Existenz von p und po vorausgesetzt.
Allgemein ist fiir eine absolut integrierbare Funktion Y = h(X)

absolute Momente von X:

B(x) = [ T e f@)dz me N

— 00

zentrale Momente von X:

B =)' = [ (o= p) fla)da
Insbesondere ist das zweite zentrale Moment

o = Var(X) = E(X — p)* = BE(X?) — pi* = pp — pi?

die Varianz von X!

3
5(552)
g

heifit die Schiefe von X. (engl.: skewness)
Ist X um g herum symmetrisch verteilt, d.h. f(u+ z) = f(u — z), dann ist

E(Xf,u)3:/(xf,u)‘gf(x)dx:/zgf(quz)dz:(), alsoz =0

ZEICHNUNGEN!!

2. Die Quantile einer stetigen Verteilung:

Das p—Quantil von X - bzw. der Verteilung von X - ist der Wert ¢,, der von X mit der Wahrscheinlichkeit p
unterschritten wird, d.h.

P{X<q¢q}=F(g)=p & ¢ =F*p) (mitder Umkehrfunktion F~* zu F)

Speziell heifit m = go 5 der Median von X (,,50%-Punkt®) und

qo,25 das untere Quartil von X

qo,75 das obere Quartil von X

ZEICHNUNGEN!

Z.B. ist {X* = 73mm} = {72,5mm < X < 73,5mm}, wenn mit einer Messgenauigkeit von :I:%Aa: = 0,5 mm gemessen wird.
Mit
1 1 wjtgie
pj = P{X*:xj}:P{xjf§A§X<xj+§A:p}:/ . f(x)de ~ f(z;) Az fiir Az — 0 folgt:
z;—5Ax
E(X*):ijpj:ijf(zj)Ax — /
J J

[e o]

z f(z)dx

J 2
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2.1.3 Tabelle einiger stetige Verteilungen

Name ‘ Symbol ‘ Parameter ‘ Dichte f(x) ‘ {z|f(x) > 0} ‘ E(X) ‘ Var(X)
Gleich- oder 5
R(a; b <b A <xr<b atb (b=a)
Rechteckverteilung (a; 5) “ b—a e 2 12
€ R, expl —1(z=r)?
Normalverteilung N(u; o?) s M zeR ] o2
c>0 Varo

Stan(flardnormal— N(O0; 1) uw=0, L1 o-da? cER 0 ]
verteilung oc=1 27
E tial-

ponentia E(\) A>0 NeAe z>0 1 &
verteilung

. 1 . Az)¥ e ?® a e
Gammaverteilung Gla; A) | o, A>0 A — | 2>0 5 =
A(A a—l 1)2
Weibullverteilung W(a; A) | a, A>0 “ (72\)@@ x>0 F(li'i) F(”%);;(Ha)
‘e
Betaverteilung™! B(a; 8) a, >0 % 0<zr<l1 a%rﬁ Wgﬁﬁﬂ)
t—Verteil it 22"
.er.el ung mit v 1) b9 (1+22) reR 0 v

Freiheitsgraden Vv B(4, %) v

2.1.4 Beispiele stetiger Verteilungen

1. Gleich- oder Rechteckverteilung (R(a; b)—Verteilung)

Eine Zufallsgrofie X heifit gleichverteilt in (a; b), wenn sie eine auf (a; b) konstante Dichte f hat, also wegen

Jp fl@)dz=1:

, sonst
0 , z<a
= P{X<az}=F(@x)={ &2, a<a<b
1 z>b

)

Viele Programme (und auch Taschenrechner) erméglichen zur Simulation von Vorgéingen, bei denen Zufallsgroen
auftreten, die Erzeugung sogenannter Pseudozufallszahlen. (Solche Programme heifilen Pseudozufallsgeneratoren.)
Obwohl eine Folge X7, Xs, ... solcher Zahlen deterministisch durch eine Rekursionsformel erzeugt wird, verhal-
ten sich die Werte X1, Xo, ... mit sehr guter Ndherung wie unabhéngige Zufallsgréfien mit einer gewiinschten
Verteilungsfunktion F(x). Bietet das Programm in (0; 1) gleichverteilte Pseudozufallsgrofien U; an, so gewinnt
man fiir eine stetige streng wachsende VF F(z) durch die Transformation X; := F~!(U;) PseudozufallsgroBen
X; mit der VF F(z), denn es gilt:

P{X =FYU)<a2}=P{U<F(2)} = F(z)
da fiir jede Zahl u € (0; 1) gilt:

P{U<u}=u
Beispiel:

Erzeugung (quasi) exponential verteilter Pseudozufallsgréfien X; aus R(0; 1)—Pseudozufallsgrofien U;. Die X;
sollen die VF F(z) =1—e~*%, (z > 0), haben. Dies wird erreicht durch X; = F~*(U;) = — In(1 — U;). Da mit

Ir(a) = 5os " le ™ ®dz, a > 0 ist die Gammafunktion. Es ist I'(1) = 1 und T'(a + 1) = aI'(a) (zeigt man durch partielle
Integration). Fiir n € N folgt: I'(n + 1) =n(n — 1) -...-2-1 = n!, d.h. die Gammafunktion interpoliert die Fakultét! Ferner ist
F(%) = /7, limg o T'(ar) = o0.

MB(a, B) a >0, B> 0, ist die Betafunktion. Es ist B(a, 8) = FIS‘()‘;}:(B’[;) = fol 221 (1 — )Pl da
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2 Stetige Verteilungen Th. Royen

U; auch 1-U; R(0; 1)—verteilt ist, kann man auch X; = —1 InU setzen. Eine Zufallsgrofe X mit einer diskreten
Gleichverteilung auf {0, 1, ..., n — 1}, dh. P{X = k} = % fir k =0, ..., n— 1 laBt sich durch X := [nU]
erzeugen. ([z] = grofite ganze Zahl < )

Ubung:

Wie lassen sich Zufallsgrofen Z erzeugen mit Werten 1, ..., r und vorgeschriebenen Wahrscheinlichkeiten
pj = P{Z =3}, j=1,...,r. Wie 1a8t sich ein M(n; p1, ..., p,)—verteilter Zufallsvektor ¥ = (Y1, ..., ¥,)
erzeugen? (Y; := Haufigkeit von {Z = j} bei n unabhéngigen Wiederholungen von Z)

2. Die Exponentialverteilung (E(\)—Verteilung)

T sei eine zufallsabhéngige Wartezeit mit beliebigen positiven Werten, z.B. die Dauer eines Telefonats. T ~ E(\)
bedeutet:

Fit)=P{T<t}=1- e M (t > 0, Parameter A > 0)
= f()=Xxe ™ und

_ _ —At _ = —x _ —
M—E(T)—/)\te dt =y )\/xe dz 3
0 0

(Allgemein ist fooo e *dxr =n! fiir n € Np)

Wenn T ~ E()) ist, wie ist dann die ,Restwartezeit® T iiber den Zeitpunkt 7 hinaus verteilt, wenn T > 7 wird?

P{T>t+7undT >7} | P{T>t47} e 247 Ca
e — —e
P{T > 7} P{T > r} Y

P{T>t+71T>1}=

d.h. die Restwartezeit T'— 7 unter der Bedingung {T" > 7} hat die gleiche Verteilung wie T Dies ist die cha-
rakteristische Eigenschaft einer Exponentialverteilung. Die Exponentialverteilung ist daher nicht geeignet (oder
bestenfalls eine grobe Néherung) zur Beschreibung der zufallsabhéingigen Lebensdauer T' von Objekten (oder
Lebewesen), welche ,altern“. Die Lebensdauer eines radioaktiven Atoms bis zum Zerfall wird dagegen sehr genau
durch eine Exponentialverteilung beschrieben. Die Halbwertszeit to 5 ist der Median dieser Verteilung. Aus

1
e Mos — 3 folgt

Bt
05 = T\

Zur Beschreibung von ,Lebensdauern® ist die Weibull-Verteilung (W (a; A\)—Verteilung in der Liste in diesem
Abschnitt) geeigneter. Sie geht fiir « = 1 in eine Exponentialverteilung iiber.

3. Die Normalverteilung (N (u; 0?)—Verteilung)

Die ZufallsgroBe X mit p = E(X) und o2 = Var(X) heifit normalverteilt (X ~ N(u; 02)), wenn sie die Dichte

fla) = ——e b (5"

oV2T

2

hat. f hat sein Maximum bei y, ist symmetrisch (glockenférmig) um p und hat Wendepunkte bei pFo. Gelegent-
lich nennt man die durch f(z) gegebene Kurve auch die Gaufi’sche Glockenkurve. Die Standardnormalverteilung

hat die Parameter 4 = 0 und o = 1, also die Dichte \/%76_%””2. Die VF der N(0; 1)—Verteilung wird oft mit ®(z)

bezeichnet. Aus Z ~ N(0; 1) folgt X := p+ 0 Z ~ N(u; 02) mit der VF

F(x):P{X:u+JZ<x}:P{Z<x;“}:q)(x;M)

und der obigen Dichte

f(z) = d%@ <’”U“).
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Die Bedeutung der Normalverteilung beruht vor allem darauf, dass die Verteilung von standardisierten Summen
unabhéngiger Zufallsgroflen unter sehr allgemeinen Voraussetzungen mit wachsender Summandenzahl gegen eine
N (0; 1)—Verteilung strebt. (sogenannter zentraler Grenzwertsatz, vgl. folgenden Abschnitt)

Haufig gebrauchte Werte der Funktion &:

D(2005) =0,95 < zp05 =1,645
D(z9,025) = 0,975 < 20,025 = 1,960
(I)(ZO,OI> =0,99 & 2,01 = 2,326
®(20,005) = 0,995 < 20,005 = 2,576

2.1.5 Charakteristische Funktionen

Definition:
Die charakteristische Funktion einer beliebigen Zufallsgrofie X ist durch ¢(t) := FE(e'*X) definiert fiir alle ¢ € R.
Also

_f 7 et f(x)da, falls X die Dichte f hat B 7 b v
w(t) = { > elt®ip; , falls X diskret ist mit p; = P{X =z;} [ e dF(z).

Fiir stetig verteiltes X mit der Dichte f ist somit ¢(t) gleich der Fouriertransformation f(t) der Dichte f(z).

Fiir Zufallsgrofen mit Werten in Ny erhiilt man ¢(¢) aus der erzeugenden Funktion {(z) = E(2%):

() = ().

Zwei verschiedene Verteilungen haben stets verschiedene charakteristische Funktionen, d.h. eine char. Funktion
bestimmt die zugehorige Verteilung eindeutig!

Hat die Dichte f(z) eine absolut integrierbare Fouriertransformierte - d.h. [ _| f(t)]dt < oo - so ist f(x) aus

f (@) durch die Fourier’sche Umkehrformel bestimmt:

1

f) =5 [ Foye i a

(t) ist immer gleichmiiBig stetig auf R, und es ist stets ¢(0) = 1. Fiir Dichten gilt:

lim f(t) = 0.

|t] — o0

2.1.6 Einige Eigenschaften charakteristischer Funktionen

1. Hat X die char. Funktion ¢(t), so hat Y = a 4+ b X die char. Funktion

py(t)=FE (eit(‘”rbx)) =e%tp(bt) (a, b konstant)

2. o(—t) = ¢(t) (konjugiert komplexer Wert @)

VFir eine Dichte f mit zugehériger VF F ist dF(z) = f(z)dz. Fiir diskretes X mit Werten x; € R ist die VF F eine ,, Treppen-
funktion“ mit Sprunghdhen p; bei ;. Definiert man:

xT+e . . o
lim AF(t) = 4 Pi» fre=uz;
el0 Jo_e 0 , sonst
so ist
/ eitz dF(CB) _ Zeitzj pj
R -
J
(sogenanntes Stieltjes-Integral). Damit hat man eine einheitliche Schreibweise ¢(t) = [ e'*® dF(z) fiir die char. Fkt. ¢ der VF
F.
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2 Stetige Verteilungen Th. Royen

3. Fiir um 0 symmetrische Dichten f (f(—z) = f(x)) ist

oo

o(t) = 2/cos(tx) f(z)dx
0
reell. Dies folgt aus der Euler’schen Formel
e''® = cos(tx) +i sin(t )

und
/ sin(tz) f(r)de =0

wegen sin(—tx) = —sin(t z).

4. Multiplikativitdt fiir unabhéngige Zufallsgrofen:
oxiy(t) =E (eit(X+Y)) - B (eitX .eitY) - B (eitX) ) (eitY) = ox (1) - oy (1)

Allgemeiner gilt fiir eine Summe S,, = Z?:l X; unabhéngiger Zufallsgroflen X;:

= ex,®
j=1
Sind alle X; identisch verteilt mit der char. Funktion ¢(t):

5. () = (p®)"]

5. Existieren die ersten n Momente u, = F (Xk) , k=1, ..., n,soist ¢(t) n—mal stetig differenzierbar, und
es gilt fiir die k—te Ableitung:

SD(k) (t) —E ((1 X)k eitX)
insbesondere also
©®)(0) = i* py.

Falls alle Momente uy, k € N, existieren, so erhélt man die formale Taylorreihe

o(t) = E (') (Zxk ) ) i i

deren Konvergenzradius wie iiblich zu bestimmen ist.

2.1.7 Laplacetransformierte

Fiir positive Zufallsgroffen X wird statt der char. Funktion o(¢) oft die stets reelle Laplacetransformierte

oo

L(s):=E(e*¥) = p(is) = /e*” dF(x)

0

mit s > 0 benutzt. Fiir s > 0 ist L(s) beliebig oft differenzierbar mit

L0 (s) = / (o)t =k dF (z)
0
Existieren die Momente 1, ..., f,, SO ist
L (0) = (=1)F py  fiir k < n.

Hat X die Laplacetransformierte (L.T.) L(s), so hat Y = a + 0 X die L.T. e=** L(bs) (b > 0). Natiirlich gilt
auch die Multiplikativitéat der Laplacetransformierten fiir unabhéngige Zufallsgrofien so wie fiir die entsprechenden
charakteristischen Funktionen.
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2.1.8 Beispiele fiir char. Funktionen und Laplacetransformierte

L f(z)=Xe*% x>0:

® ® , e—(k—i—s)a:
L(s) = )\/e_”e_” de = )\/e_(’\“)m de=A[ - ———
0

S U
weo) AFs 1+

A+s 5
) p)
1
= char. Funktion ¢(t) = L(—it) = i
)
2. Gamma-Dichte f(z) = “3&;(17;)_*1, 2 > 0, Parameter « > 0:
17 17
L(s) = (o) /:17"‘*1 e e dr = o) /:1:0‘ Le=(+s)e gy
0 0
%) dy %) L 1
yi=(1+s)z ['() / 1+s°‘1 1+s 1+5 /y ¢ Y (1+s)>
0 0

Niitzliche Beziehungen fiir einen ,,Skalenfaktor® A: Hat X die VF F(z), die Dichte f(z) und char. Funktion
¢(t) oder die L.T. L(s), so hat Y = $X die VF F(Ay), die Dichte A f(Ay) und ¢y (t) = (%) bzw.
Ly(s) = L(3). (A>0)

3. X ~ R(—1; 1) mit Dichte f(z) =1 fir -1 <z <L

1
1 <3 1 Q
o(t) = 2/cos(t x) - idx = =
0

4. X ~ N(0; 1):

o(t) = exp (_g) |

(Beweis in 2.2)

2.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Oft bendtigt man die Verteilung von Mittelwerten oder Summen unabhéngiger Zufallsgroflen. Leider ist die exakte
Verteilung einer Summe aus den Verteilungen der Summanden - von einigen Ausnahmen abgesehen - nur mit
groffem Aufwand berechenbar. Fiir zwei unabhéngige Zufallsgroflen X und Y mit den Verteilungsfunktionen F
und G und den Dichten f bzw. g erhilt man fiir die VF H der Summe Z = X + Y.

H(z):P{Z:X—l—Ygz}Z/P{:c+Y§z|X:x}f(m)dx:
= /P{Y§279E|X:x}f(x)dx: /G(zfx)f(x)dx

(P{Y < z—2z|X =2} = P{Y < z— 2} wegen der Unabhéngigkeit von X, Y1)
Die Dichte h von Z ist dann:

oo oo

h(z)=—H(z) = / %G(z —z) f(z)dx = / g(z — ) f(z)dz.

— 00 — 00
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2 Stetige Verteilungen Th. Royen

Definition:
Die W —Dichte

oo

h(z):/ glz—x) f dx—/fz—

— 00

heifit die Faltung der W —Dichten f und g, kurz:
h=fxg=gxf"

Die Dichte von S,, = Z?Zl X; ist (bei vollstéindig unabhéngigen X;) die n—fache Faltung fi * fo * ... * f, der
Dichten f; der Summanden X;. Rechnerisch bedeutet dies eine (n—1)—fache Integration! Fiir die entsprechenden
char. Funktionen ¢;(t) = f;(t) der X; gilt die wesentlich einfachere Beziehung:

= H‘PJ(t)

Damit lassen sich die folgenden Spezialfille leicht nachweisen: (alle X; werden stets als vollstdndig unabhéngig

vorausgesetzt)
(W) X~ Play) = 5%~ P (S, m)
(2) X; ~ B(n;; p) = Zij~B<n=Zjnj;p>
(8) X;~Glaji ) = XX ~G (a5 )
(4) X; ~EM) = Y Xy~ Gk W)Y
(5) Xj~ N(uji 02) = 5, X~ N (3,55 3, 02)

z.B. Nachweis von (5):
Ist Z; ~ N(0; 1) mit der char. Funktion ¢(t) = E (e''?) = e~ 2t* (Nachweis: unten), so ist
X; := pj + 0 Zj ~ N(py; 07) mit der char. Funktion

pit)=FE (e”(‘”*"f ZJ‘>> = et (o, t) = et o3
g, () = [ s () = [T etrom2ei e = et xymmd (2, 7).
J J
Der letzte Ausdruck ist aber gerade die char. Funktion einer N (Z GRG0 0’?) —Verteilung!

Ebenso findet man bei (3) mit der Laplacetransformierten (1+ %)~ einer G(ay; A\)—Verteilung die Laplace-
transformierte von 3, X; als

(3 "= () >

also
ZXJNG Zaj; A
J J

(Gleiche Rechnung mit char. Funktion, wenn s durch —it ersetzt wird.)
o(t) = e=2% ist die char. Funktion der N (0; 1)—Verteilung, d.h. die Fouriertransformierte der Dichte

1 1,2
V2T '

VDie kommutative Faltungsoperation ist allgemeiner auf ganz £!(R) (:= Menge aller auf R absolut integrierbarer Funktionen)
definiert. Fiir f, g € Z1(R) (d.h. [, |f|dz < co und [; |g|dz < o0) ist auch h = f x g € L1(R).
VISpezialfall von (3), da E(\)—Verteilung (Exponentialverteilung) mit der G(1; \)—Verteilung iibereinstimmt.

fx) =
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Th. Royen 2.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Beweis:
oo
X~N(@0;1) = pop1=E(X*")= / 2?71 f(z)dz =0 fir alle k € N

Mit der Substitution: y = %xQ = dy=axdr = x=+2y = dxr= \/%dy ergibt sich:

o0

2 T ok T
’“‘”“‘m/ et an = o fenter i hay g 2 [y heray -

0 0

2o d) - o +>
:FQ(kl)(k_;>(k_‘;’>.m.;.;l“<;):(2k—1)(2k—3)~...-3-1

2

e

Nach erweitern mit 2-4 - ... -2k = 2Kkl
(2k)!
Mok = Sy (k € No).
o) . 2k [ee] 1 [e%e] 1 1 2 Lo
" ltX E sz (it _ _2\k — 2 (i _ -3
SD( ) kzzo )' kg() 2k I{/"( ) kg(] k! 2 (Exp.reihe!) ¢

Zur Bestimmung der evtl. ,Grenzverteilung® einer Folge von Verteilungen (hier insbesondere der Verteilungen
von standardisierten Summen von unabhingigen Zufallsgrofien) benstigen wir folgenden Konvergenzbegriff:

Definition:

Eine Folge (F},)nen von Verteilungsfunktionen auf R heifit schwach konvergent gegen eine Verteilungsfunktion
F, wenn lim,, .o F,(x) = F(x) fiir alle Stetigkeitsstellen « von F. (Also fiir alle x € R, wenn F' stetig auf ganz
R ist.)

Eine Folge (X, )nen heift konvergent nach Verteilung (,,in distribution“) gegen eine Zufallsgrofie X, wenn die
Folge (F,)nen ihrer Verteilungsfunktionen schwach gegen die Verteilungsfunktion F' von X konvergiert, kurz:
X, % X.

(Die Werte von X,, miissen also gar nicht konvergieren, sondern nur die entsprechenden Verteilungsfunktionen!)

Bemerkungen:

X, 2x = x,%x
Xnic = X,2¢

d.h. stochastische Konvergenz impliziert Konvergenz nach Verteilung. Fiir eine Konstante X = ¢ gilt auch die
Umkehr!

Niitzlich ist oft: X, % a, Y, % b, Z, % Z mit Konstanten a, b = X, + Y, Z, S a+bZ.

Man wird erwarten, dass die eindeutige Beziehung zwischen Verteilungsfunktionen F' und ihren charakteristischen
Funktionen p(t) = fR et dF(x) ,stetig® im folgenden Sinn ist: ,, — ¢ < F, — F“ was gleich durch den
unten folgenden Satz 1 prizisiert wird.

Konvergiert z.B. eine Folge (f,,) von Dichten ,im Mittel“ gegen eine Dichte f, d.h.

1o fII—/Ifn — f(@)|dz — 0
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so gilt offenbar fiir die zugehorigen char. Funktionen ¢, und ¢:

lon(t) — @(t)| = /(fn(x) f(x)e't® dx </|fn x)|de =||fn — f|| firalleteR

R

da |e”z| = 1, also gleichmiiflige Konvergenz der Folge (¢,) gegen ¢ auf R. Auflerdem ist

() \</\fn @) du < | fo— f]

also

F,(z) = F(z) furallezeR.

Allgemeiner gilt folgender wichtiger Satz iiber die schwache Konvergenz von Verteilungen:

Satz 1:
Ist (¢n)nen eine Folge char. Funktionen von Zufallsgrofien X, und gilt:

lim ¢, (t) = ¢(t) fiiralleteR

n—oo

mit einer bei 0 stetigen Funktion ¢, so ist auch ¢ die char. Funktion einer Zufallsgréfie X, und es gilt X, 4 x ,
also auch die schwache Konvergenz F;,, — F der entsprechenden Verteilungsfunktionen.

Zum Nachweis von Verteilungskonvergenz wird man daher oft char. Funktionen heranziehen oder bei ausschlief3-
lich positiven Zufallsgrofien deren Laplacetransformierte, fiir die ein analoger Satz gilt.

Der zentrale Grenzwertsatz fiir Folgen unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgréfien X; mit E(X;) = p,
Var(X;) = 0%
Satz 2:

Fiir die standardisierten Summen

§* = Sp — E(Sp) _ Z?:1(Xj — K
" Var(S,,) ovn

gilt:

lim P{S; <z} =®(z — / e 27" dz| fiir alle z € R.

n—oo

Praktisch also: Fiir hinreichend grofie n: P{S} < z} ~ ®(z).

Beweis:
Ist ¢(t) die char. Funktion von X; — p, also ¢/(0) = 0 und 3¢"(0) = —102¢%, so gilt fiir ¢ — 0 wegen der
Taylorformel:

1
pt)y=1- 502 t2 + o(t?)

und folglich

t " 142 2\\" i
ps:(t) = (¢ o ={1- 5 +ol|— — e 2" fiir jedes feste t € R und n — oo.
" a\/n n n
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(Wegen limy, oo (14 £)" = e” fiir jedes z.)
Da ¢~2'" die char. Funktion der N(0; 1)—Verteilung ist, folgt Satz 2 aus Satz 1.

Anwendung auf Mittelwerte X = %Sn von iid.r.v. X;:
Wegen

CSp—np X —p

S*
" ovn W

ist f/?/% ~ N(0; 1)—verteilt, bzw. X fiir n — oo asymptotisch N (u; %) —verteilt.

Zur Genauigkeit der Approximation der VF F;; von S;; durch ®:
3
Existieren das 3. und 4. Moment p3 und pg von Xj, so gilt mit der Schiefe y = E (%) :
VIL g

Fr(z) —®(x) ~ \/—QTTe_%’”2 (2;/(1 - xz)% + R(x)i) fiir n — oo,

wobei R(z) ein noch von 02, s, ps abhéingiges Polynom vom Grad 3 ist. Hat also X; bereits eine symmetrische
Verteilung, so ist v = 0 und Fj;(z) — ®(z) = O (). Die Approximationen sind umso besser, je mehr die Dichte
von X bereits einer Normaldichte dhnelt.

Beispiel:
Approximation der B(n; p)—Verteilung durch die Normalverteilung;:
Sn —np

Sp~B(n;p) = 8=
np(l—p)

~ N(0; 1) — verteilt

fir hinreichend grofie n, da S, als eine Summe von n ii.d. Indikatorgréfien X; mit ¢ = E(X;) = p und
0? = Var(X;) = p(1 — p) aufgefaBt werden kann.
,Faustregel“ zur Brauchbarkeit dieser Approximation:

1
mindestens n p(1 — p) > 10 (Z.B. n > 40 fir p = 2)

z.B. ergibt sich mit n =100, p = 3, F(S100) = 50 und Var(Sipo) = 1/100- 5 -1 =5:

(a) exakte Berechnung von

55 j 100—j 55
1 1)’ 1\ 1 1
P{Syo0 <55} =Y ( 2O> (2> (1 - 2) = 5100 2 ( 20> =0,864373...

=0 =0

:

(b) Né#herung durch die Normalapproximation:

P{S100 <55} = P {S;‘OO _ S0 =80 55580 _ 1} ~ ®(1) = 0,841345 . ..

5 - 5

Warum ist diese Approximation so schlecht?

Da die B(n; p)—Verteilung keine stetige Verteilung ist, sollte noch eine sogenannte , Stetigkeitskorrektur* vor-
genommen werden. Betrachte hierzu die beigefiigte grafische Darstellung der B (100; %) —Verteilung. In der
Originalskala stehen die moglichen Werte j unter den Mitten der jeweiligen Séulenflichen fiir p; = P{S100 = j}

VIIDie Symbole ,~“ (,asymptotisch gleich“), ,0¢ (,,klein 0%) und ,,0¢ (,,gro O%):

f(x) ~g(x) firz — 290 < lim /(@) =1
z—z0 g(z)
f(z) =o0(g(z)) firz - z0 < lim /(@) =0
"% g(a)
flz)=0(g(z)) firz - 20 < /() bleibt beschrénkt fiir x — xq
g(z
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P{S100 < 55} bedeutet Addition bis zur 55. Séule einschlieflich, also die ,,Sdulenfliche® bis zum rechten Rand
der 55. Sdule. Der j entsprechende standardisierte Wert ist

S J—E(S100) _ j—50
! \/V&I‘(Sloo) 5

Die Saulenfliche wird approximiert durch die Fliche unter der Gauf3’schen ,,Glockenkurve“ bis zu der Stelle x,

die in der Mitte zwischen 23220 und 36250 Jiegt, also bis

P 55,5 — 50 11
’ 5
Mit dieser Stetigkeitskorrektur erhélt man die wesentlich bessere Naherung:
P{S100 < 55} ~ (I)($5575) = (I)(l, 1) = 0,864334 N
Entsprechend wiirde z.B. P{S190 > 60} durch

59,5 — 50

1-— (I)("E59’5) = (I)(—{I?59’5) = (I) ( 5

> =®(-1,9) ~ 0,028717...
approximiert.

Der zentrale Grenzwertsatz gilt auch unter gewissen Voraussetzungen fiir Folgen (X;);en unabhéngiger nicht
identisch verteilter Zufallsgroien. Haben die X; noch endliche dritte Momente, so gilt mit

= E(X;)
2

o; = Var(Xj;)

Jj=1

72 = Var(S,) = Var ZXj = Zcr?
j=1

unter der Ljapunav-Bedingung: -5 37, E(|X; — p;[*) — 0 fiir n — oo:V!

n— o0 Tn

"X —
hmP{S;_Mgz}_@(z) fiir alle z € R

Sogar notwendige und hinreichende Bedingungen sind im Falle unabhéngiger X; bekannt. Sogar fiir nicht un-
abhéngige X; kann der zentrale Grenzwertsatz unter gewissen Bedingungen fiir geeignet standardisierte Summen
S’ noch gelten, woran noch immer geforscht wird.

2.3 Bivariate und multivariate stetige Verteilungen

Definition:
Ein Zufallsvektor
X1
X = (hier auch geschrieben als: X = (X1, ..., Xq))
Xq

mit ¢ zufallsabhéngigen Koordinaten X; heifit stetig verteilt, wenn die gemeinsame Verteilungsfunktion

F(x1,...,2q) =P{X1<m, ..., Xy <z4}

stetig auf RY ist. Falls £ nach allen z; differenzierbar ist, heif3t

q
f(xla"'7xq)::a a

T ... 02y (@1, - 2q)

U .. Xj—pj |3 o . R .
VHIDjes ist z.B. erfiillt, wenn E ‘107”’ < C mit einer von j unabhingigen Konstanten C' und wenn _% maxi<j<pn0; — 0 fiir
J n ==

n — o0.
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die gemeinsame W —Dichte der Zufallsgrofien X ;.
Es ist dann

by bg
q
P | ({a; < X; <b;} :/.../f(acl,...,xq)d:rl...d:cq
J=1 ai aq

und

F(Il,...,xq)z/.../f(tl,...7tq)dt1...dtq

Anschaulich fiir ¢ = 2:
Man denke sich f als Hohe iiber dem Punkt (21, 22) € R%. P{a; < X1 < by, as < Xy < by} ist dann die
, Wahrscheinlichkeitsmasse*

b1 b2
/f(xh mg)dxl d{EQ

a1 a2

iiber dem Rechteck (a1; b1) X (ag; ba).
ZEICHNUNG!

Die fritheren Definitionen fiir Kovarianz und Korrelation kénnen fiir stetige Zufallsgrofen beibehalten werden:
Mit p; = E(X;), 0]2- =Var(X,), i=1, ..., qist

0ij = Kov(Xi, Xj) = E(Xi — ) (X5 — ) = E(Xi Xj) — pi pj = pij 0i 0

mit dem Korrelationskoeflizienten

Oij Xi—pi Xj—py
Pij:J=E< p— )

0,034 ag; gj

Stets ist —1 < pg; < 1.
Speziell ist 0;; = o7 und pj; = 1.

Vollstdndige Unabhéngigkeit der X;, j =1, ..., g ist 4quivalent zur vollstdndigen Unabhéngigkeit der Ereignisse
{X; < x;} fiir alle Werte z; € R, somit dquivalent zu

F(xi, ..., 2q) = Fi(z1) ... Fy(zq) fiir alle x;,

wobei die F}; die Verteilungsfunktionen der einzelnen ZufallsgréBen X; sind. Entsprechend ist dann die gemein-
same Dichte

flz1, .oy zg) = filxr) - .o folzg).

2.3.1 Marginalverteilungen (,,Randverteilungen*)

7 = (X, Y) habe die gemeinsame W—Dichte f(z, y). Die Marginalverteilungen von Z sind die Verteilungen von
X bzw. von Y.
Verteilungsfunktion G von X:

T oo
Gx)=P{X <za}=P{X <z, Y <oo}= / / f(u, y)dy | du = Marginaldichte von X :

0 — 00

g(ﬂﬁ)=%G($)= /f(x,y)dy-
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Entsprechend fiir Y:

Y

Hy)=P{Y <y}=P{X <00, Y <y} = / / f(z,v)dz | dv = Marginaldichte von Y :
0 — 00

oo

h(y):%H(y)Z/f(x,y)dx.

Eine andere Bezeichnung fiir die Marginaldichten von X bzw. Y

oo

flz, )= / f(z,y)dy mit VF F(z, .) = P{X <z}

oo

) = / f(z,y)dz mit VF F(, y) = P{Y <y}

(vgl. frithere Schreibweise p; , p ;)

Der Punkt steht also fiir Integration iiber die weggelassene Variable. Allgemein sind die Marginalverteilungen
eines Zufallvektors X die gemeinsamen Verteilungen echter Teilmengen seiner Koordinaten. Hat X die Dichte
f(@) = f(z1, ..., z4), so hat z.B. (Xq, ..., Xj) mit k < g die Marginaldichte

g(xl,...,xk):f(xl,...,xk,...):/f(xh...,xq)dxkﬂ...dxq
Ra—Fk

2.3.2 Bedingte Verteilungen und bedingte Dichten

Die gemeinsame Dichte f(x, y) zweier Merkmale (X, Y) beschreibt vollstéindig das Verhalten beider Merkmale
zusammen. Oft will man das Verhalten von Y bei einem gegebenen festen Wert 2 von X beschreiben.!™ Diese so-
genannte bedingte Verteilung von Y unter der Bedingung X = x, kurz von Y|z hiingt bei abhéngigen Merkmalen
vom z—Wert ab. Gesucht ist die bedingte Dichte f(y|x) von Y]|z. Es ist

Ply<Y <y+Ay, 2 <X <z+ Az}
P{LL’ < X <zxz+ A.’IJ} (,,asympt;tisch =)

Ply<Y <y+Aylz <X <z + Az} =

L f@y)Azdy  fz,y)
 flx, ) Az f(z, )

Ay fir Az, Ay — 0.

Durch den Grenziibergang Az, Ay — 0 erhilt man die bedingte Dichte f(y|z) = J;((a; y)) Analog: f(z|y) = é((w;’))

In Analogie zum eindimensionalen (,,univariaten®) Fall, wird die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors

—

X = (X1, ..., Xy) durch
px(l)i=E (¢7'F)
definiert. (# als Zeilenvektor (¢, ..., t,), X als Spaltenvektor, also # X = Skalarprodukt Z'e X = Dot X

Ausfiihrlicher geschrieben:
q q
pet) =gt ..., ty) =E [ exp iZtin :/exp iZtin dF(z1, ..., zq) =
j=1 j=1

Ra

q
:/exp iZtin f(x1, ..oy zg)dey ... day,
j=1

R4

IXBsp.: In einer groBen Personengesamtheit (z.B. deutsche Erwachsene) sei Y := Gewicht und X := Korperlinge. Die bedingte
Verteilung von Y unter X = xz = 180 cm beschreibt dann die Gewichtsverteilung der Personen mit 180 cm Kérperlidnge.
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Fiir vollstdndig unabhéngige X; hat man wegen
‘ ' q
i | CEAERR IO | 1))
J j=1
mit den charakteristischen Funktionen
jty) =E (%) = /eiwdFj(x)

R

der einzelnen Zufallsgrofen X ;.
Wieder ist die Beziehung zwischen der VF F' von X und der charakteristischen Funktion  von X bijektiv (um-
kehrbar eindeutig). Fiir positive X; wird oft die entsprechende Laplacetransformierte L ¢ (5) = Ee¥X)=¢ <(3)

verwendet. Schwierige Verteilungen werden oft zunichst durch ihre charakteristische Funktion () bestimmt.
Aus dieser versucht man dann durch Umkehr die VF F(Z) bzw. die Dichte f(Z) zu bestimmen.

2.3.3 Die multivariate Normalverteilung N (/i; ¥)—Verteilung

Der Zufallsvektor X = (X1, ..., X,) habe nur N (;; %) —verteilte Koordinaten X ;. Ferner sei 0;; = Kov(X;, Xj).
(also 0;; = 012) Die Varianzen o,; und Kovarianzen werden in der Kovarianzmatrix ¥ = (0;;) zusammengefafit
und die u; im Vektor ji.

Definition:
Der obige Zufallsvektor X hat eine g—variate (oder g—dimensionale) Normalverteilung, wenn er die gemeinsame
Dichte

He——exp (XS X -))| @@ere
10 = g o (- - )| @R

hat.
Kurz: X ~ N, (ji; X).

Diese Verteilung ist also durch die Parameter /i und X vollstéandig bestimmt. Die Bedeutung der N, (ii; ¥)—Verteilung
beruht einmal auf ihrer hdufigen Eignung als N&herung zur Beschreibung des gemeinsamen Verhaltens von g Zu-
fallsgroBen X; vor allem aber auch auf dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz:

Satz:
Ist ()? k)ken eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Zufallsvektoren X; mit Erwartungsvektor ji und
Kovarianzmatrix ¥, so sind die Summen ﬁ Zzzl()?k — [i) asymptotisch N(0; ) —verteilt fiir n — occ.

Anwendung auf ein Stichprobenmittel M, := DD Xp):
Fiir nicht zu kleine n ist M, ~ N(j; 13%)—verteilt!

2.3.4 Die wichtigsten Eigenschaften der N,(/i; X)—Verteilung

1. Alle k—dimensionalen Marginalverteilungen (k < ¢) sind wieder normalverteilt mit der entsprechenden
Submatrix von ¥ als Kovarianzmatrix.

2. Die Projektion von X auf irgendeine Gerade in R? hat eine eindimensionale Normalverteilung. Fiir X, :=
d” X = Z;]-:l (lj Xj gl].t

q
pa = E(Xa) =Y aju; =i
j=1

Xyvgl. mit dem eindimensionalen Fall (¢ = 1):

1 1 1
flx) = Wexp <—5($—#)§(1 —H)>
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48

q
-/ —
o = Var(X E E a;a;0;; =a Xd

=1 j=1

(quadratische Form von @) und es ist X, ~ N(ja; 02).

. Jede g—dimensionale Normalverteilung kann durch lineare Transfomation aus ¢ unabhéngigen N (0; 1)—verteilten

ZufallsgroBen Z= (Z1, ..., Z,) erzeugt werden. X=AZ+ [ mit einer festen reguliren ¢ x ¢g—Matrix A
ist Ny (fi; X)—verteilt mit ¥ = A A’. (A’ = Transponierte von A)
Auf diese Art kann man N (ji; X)—verteilte Zufallsvektoren erzeugen (simulieren).

—

X~ Ny(fi; ¥) = Die quadratische Form ()? — [0)'S7HX — i) ist x%(q)—verteilt! (Anwendung in 3.4)

—

X AN ) = Y=BX~ Ny(B [i; BX B’) mit beliebiger fester p x g—Matrix B vom Rang p < q.

X = (X4, ..., Xg) ~ Ny(if; ¥) mit unabhéngigen Koordinaten X; < alle Korrelationen p;; = 0 und damit
alle Kovarianzen o;; = p;j 0; 0 = 0. Somit
o? 0
¥ = Diag(o11, ..., 0gq) = , detZ:U?...-ag,
0 o2

und die gemeinsame Dichte ist

also das Produkt der N(u;; o ) Dichten der einzelnen X;.

. Hat (X, Y) eine bivariate Normalverteilung*!mit

. Mg _ Ozx Ozy _
= , u= , O = POg0y,
a (Hy) (me Jyy) po=Ty

so hat die bedingte Verteilung von Y[ X = z eine N (u, + 22 (2 — s ); 0y (1—p?))—Verteilung. Insbesondere
hingt die bedingte Erwartung F(Y|z) linear von x ab!

E(Y|z) =a+ fz mit §=* T *p—/ und a =y, — B g

Diese Beziehung ist die Grundlage der linearen Regression (vgl. 3.3)

. Charakteristische Funktion ¢ einer N, (fi; ¥)—Verteilung:

f)exp<u Et)

ausfiihrlicher:

q q
o(tr, ..., tg) =exp Zu] ;Zzajktjtk

j=1k=1

Speziell fiir unabhéngige X;, d.h. o;; =0 fiir j # k: (055 = O'J2-)

q
) 1
o(t, ...,tq):Hexp <1uj 20?t3>
=1

also das Produkt der charakteristischen Funktionen der einzelnen X;.
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9. )_(', Y unabhéngig

= X +Y ~ Ny + fly; o +2y)

Dies kann leicht mit den charakteristischen Funktionen von X , Y und X +Y nach_gewiesen werden.
Speziell gilt fiir eine Zufallsstichprobe mit n unabhéngigen N, (f; ¥)—verteilten Xy, dass der Mittelwert
M =1 Sy X, die Kovarianzmatrix 4(n¥) = 13 hat und Ny(fi; L ¥)—verteilt ist.

T n

Ein wichtiges Beispiel fiir den multivariaten zentralen Grenzwertsatz:

—

N = (N1, ..., Ng) seien M(n; p1, ..., pg)—verteilte Hiufigkeiten NN; fiir das Eintreten einander ausschlieBender
Ereignisse A; mit p; = P(A;) bei n unabhéngigen Ausfithrungen eines Vorgangs V. Es ist also Z;I-:l N; =nund
23:1 p; = 1. Ferner gilt:

E(Nj) =np;
Var(N;) = np;(1—pj)
Kov(N;, Nj) = —npip; (i #j)

Mit der Kovarianzmatrix ¥ = (0;;)*!! (also ¥ = Diag(p, ..., py) — §P’) wiire der Vektor der Abweichungen
0;

ﬁ(]\_f — np) asymptotisch N,(
Zeilensumme in X gleich

q q
Zaij = pi —Zpipj =pi—pi=0
i=1 i=1

ij
Y)—verteilt. Wegen p; + ...+ p, = 1 ist aber ¥ singulér. Es ist némlich jede

also Rang(X) < ¢. Eine asymptotische Normalverteilung mit regulidrer Kovarianzmatrix erhélt man duch Weg-
lassen der g—ten tiberfliissigen Komponente, d.h. mit r := ¢ — 1:

Ni—np

N, —np,

ist fiir n — oo asymptotisch NT((T; 3, )—verteilt, wobei X, aus obigem ¥ durch Weglassen von Zeile und Spalte
Nr. g entsteht.

Nach Eigenschaft Nr. 4 ist dann %2 := X’ ¥l X asymptotisch 2 (r)—verteilt. (Chi-Quadrat-Verteilung mit
r = ¢ — 1 FGn.) Man rechnet leicht nach, dass ¥, ! = (¢%) die Elemente

1 1 g
o= n T I
E ) j?él

hat. (£,! 3, = Einheitsmatrix verifizieren)

XIMit det(X) = o2 05(1 - p?),

1 P

2_1 _ 1 ( O'Z —POz Oy > _ 1 o-g _o'm oy
- 2 - 1
o2 05(1 —p2?) —pog Oy oZ 1— p2 _Uwpay =

ergibt sich aus der allgemeinen Dichteformel:

flz,y) = m .exp{_2(1ip2) <<x;:z>2 —2p(x;:m> . (y;yuy) i (y;yﬂy>2>}

U'__:{ pi(l—pi), j=1 }
" -pipj , JF

XII
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Damit erhilt man fiir 2 den einfachen Ausdruck

q

o~ (N —np)? NV = B(V))?
A B P P

Jj=1

Jj=1

Diese Formel ist die Grundlage fiir die sogenannten x?—Tests fiir unbekannte Wahrscheinlichkeiten (vgl. 3.4)

Beweis von Eigenschaft Nr. 3:

—

1. Z=(Z, ..., Z;) mit ¢ unabhéngigen N (0; 1)—verteilten Z; hat die gemeinsame Dichte
q

F(2) = flz1, ..., 29) = (2m) "2 exp *% ZZJZ = (2m) "% exp (;Z’ Z)

j=1

(Z": Zeilenvektor, Z: Spaltenvektor, Z' Z = Skalarprodukt Z e Z = Zj Zf)
Nun sei Y = A Z mit einer regulidren g X g—Matrix A: Setze ¥ := A A’ mit A’ = A—transponiert.

det ¥ = det A - det A’ = (det A)?
und

2—1 :A/—l A—l :A—llA—l

3. Bei der linearen Abbildung 7 = A~'§/ gilt fiir die , Volumenelemente*:

1 1

le...qu:mdyl...dyq:\/ﬁdyl...dyq

—

Mit f(Z) und der gesuchten Dichte g(7) von Y muss fiir zwei entsprechende Bereiche B C R? und B* = {§f €
R A1 5 € B} gelten:

P{Y=AZecB*}=P{Z=A"'Y € B}

<~
, q (a), (b), ()
/g(y)dyl...dyq:/f(z)dzl...dzq =
B B
S — /eXp (—1(14_1 g)(A™! ?J)) dyy...dy, =
(2m)9/2v/det ZB 2

s-1
= ;/exp —lyj" ATV AT g | dyy ... dy
(27)2/2+/det ZB 2 !

Also hat Y = A Z die N, (0, %2)—Dichte g(%) und X =AZ+iist Ny(fi; )—verteilt mit ¥ = A A, was zu zeigen
war.

Beweis von Eigenschaft Nr. 4:

Esist Y := X — i = AZ mit ¢ unabhingigen N(0; 1)—verteilten Z; N,(0; X)—verteilt mit X = A A’, also
Y1 = A~1 A~! (Eigenschaft Nr. 3)

q
X -S> X - =YS YW= AN A VA =77 = 2232 ~ x*(q)
i=1
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Beweis von Eigenschaft Nr. 8:

Xo =301 0; Xj ~ N(pai 03) mit o = 33 a; 115, 0 = @' Sa
. a
= (an(t):E(e‘tX“):E exp iZtanj
j=1

. 12,2
:eludt .e_ia'at

q
1
= exp iZtaj Wy | -exp (—215&”2&'1%)
j=1

fiir jeden festen Vektor @ € RY.
Schreibe ¢ statt td, also t; statt ta;:

was zu zeigen war.
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3 Statistische Methoden

3.1 Konfidenzintervalle fiir unbekannte Parameterwerte

3.1.1 (1 — a)—Konfidenzintervall

Wichtige Aufgaben der Statistik sind unter anderem das Schitzen unbekannter Parameterwerte und das Testen
von Hypothesen mit Hilfe von Zufallsstichproben. Um eine Vorstellung von der Genauigkeit einer aus der Stich-
probe Xi, ..., X,, berechneten Schitzwertes 9 = 1§(X 1, -.., Xp) fiir einen unbekannten Wert des Parameters
¥ der Verteilung von X zu bekommen, will man méglichst ein sogenanntes (1 — or)—Konfidenzintervall (auch:
Vertrauensintervall) (91; ¥2) aus der Stichprobe berechnen, welches ¢ mit der Wahrscheinlichkeit 1—a einschlief3t.
Die Grenzen 9; = ¥;(X1, ..., X,,) sind dabei - wie alle aus Zufallsstichproben X7, ..., X, berechneten Gréen
- zufallsabhiingige Werte! Ubliche Werte fiir das sogenannte Konfidenzniveau 1 — o (= ,statistische Sicherheit®
der EinschlieBung von ) sind 1 — a = 0,95 oder 0, 99.

3.1.2 Einige Beispiele

1. Konfidenzintervall fiir einen unbekannten Erwartungswert y = E(X) bei bekannter Varianz 0% = Var(X):
(bei unbekannter Varianz: siche weiter hinten in diesem Abschnitt.)

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt fiir das Stichprobenmittel X von n i.i.d.r.v. X;:

v_ 1y X—p .
X:fZXj: U/\/ﬁ%N(O; 1) — verteilt

=1

fiir nicht zu kleine n. Mit der oberen §—Schranke z, /o der N(0; 1)—Verteilung folgt:
g g;;gY—f—z% 7 }zl—a
n

X - —
piEom :P{X—zg
7a vn

Damit erhilt man das asymptotische (1 — «)—Konfidenzintervall

- ag - g .
(113 p2) = <X - Z%%; X+Zg\/ﬁ> fiir p = E(X)

Mit wachsendem n wird das ,,nominelle Konfidenzniveau® 1 — « immer besser angenéhert. Fiir normalverteilt X
wire das Niveau exakt = 1 — a.

Zahlenbeispiel:

X =12,4; n=16; 0 =0,8; a=0,05; z4/2 = 1,96:

0,8 0,8
cuo) = (12,4 1,962 12,4 + 1,96
(/1“1 /1“2) ( \/E \/E

) = (12,008; 12,792)

Zur Deutung eines solchen Konfidenzintervalls:

Bitte nicht P{12,008 < p < 12,792} ~ 0,95 schreiben! Dies ist unsinnig, da jetzt zwischen den Klammern keine
Zufallsgrofle mehr steht. Die Aussage ,,12,008 < p < 12,792¢ ist entweder wahr oder falsch, besitzt aber fiir sich
allein gar keine Wahrscheinlichkeit. Die Situtation ist vollig analog zum Wurf einer idealen Miinze. Nach dem
Waurf - d.h. nach der Realisierung des zufallsabhéngigen Merkmals S = | Seite“ - sagt niemand ,,Mit Wahrschein-
lichkeit % liegt Wappen oben“ sondern nur ,, Wappen liegt oben“. Diese Aussage A kann wahr oder falsch sein,
und man weifl nicht, was zutrifft, wenn man das Ergebnis nicht sieht. Man weif3 aber, dass A bei sehr vielen
wiederholten Miinzwiirfen immer genauer in der Hélfte der Félle zutrifft. Genauso weil man, dass die Aussage
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A: ,Der unbekannte Erwartungswert p liegt im errechneten Konfidenzintervall* bei sehr vielen Konfidenzinter-
vallberechnungen mit stets neuen Stichproben des Merkmals X anndhernd fiir (1 — «) - 100% dieser Intervalle
zutrifft. In diesem Sinne quantifizieren wir unser ,, Vertrauen* in die Giiltigkeit der Aussage A mit dem Wert 1—a.

2. Konfidenzintervall fiir eine unbekannte Wahrscheinlichkeit p

Es sei X die B(n; p)—verteilte Haufigkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses A mit unbekannter Wahrschein-
lichkeit p = P(A). Die relative Haufigkeit p := % ist dann ein zufallsabhéngiger Schitzer fiir p, und nach dem
zentralen Grenzwertsatz gilt:

p=p _ PP N(0; 1) — verteilt fiir ausreichend grofie n.

VVar(p) - folon)

Es gilt daher:

P

[N)

1- 1-
P{ﬁ_zg MoB oy M}M_a.

Hierbei stort, dass die Varianz @ des Schétzers p selbst vom unbekannten p—Wert abhéngt. Es werden vier

unterschiedlich genaue Konfidenzintervalle fiir p angegeben:

1. Fiir sehr grofie n: Ersetze p(1 — p) durch p(1 — p):

= = (1 — «a) — Konfidenzintervall fiir p mit den Grenzen p;, ps :

p(1 —p)

P12 :ﬁ:FZ%

2. Etwas genaueres asymptotisches (1 — o) —Konfidenzintervall:

b — p <.

[p(1—p) —

Um die Menge der p—Werte zu erhalten, welche diese Ungleichung erfiillen (d.h. den Konfidenzbereich),

wird die bzgl. p quadratische Gleichung (p — p)? = 22 @ gelost. Thre Losungen

/2

2 R . 2 2
~ Za/2 p(l —p) Za/2 Za/2
P12 P 2n +25 n + 4n? + n

sind die Grenzen eines etwas genaueren asymptotischen (1 — «a)—Konfidenzintervalles fiir p. Sie gehen fiir
n — oo in die Grenzen des Intervalls in 1. {iber.

P

w2

1—
~l-a < P{|ﬁ—p|2§z2p(p)}zl—a.
n

fe3
2

3. Konfidenzintervall fiir p mit der arcsin —Transformation:

1
7 = arcsin \/}3 ~ arcsinp + ———(p — p)
2y/p(1—p)

. . . . d . _ 1 1
(hneare Taylorapproximation mit p arcsin VD= Vi ﬁ)
Z hat anndhernd die von p unabhingige Varianz

5 1 1 pl-p) 1

0°=———Var(p—p) = . =,
4p(1 —p) ?=p) 4p(1 —p) n 4n
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und es gilt:

1
Z ~ N(u; 0%) — verteilt mit p = arcsin \/p und o2 = .
n

= =~ (1 — a) — Konfidenzintervall fiir y1: /o = arcsin \/5 F

25
2/n

Durch Riicktransformation mit der Umkehrfunktion p = sin? y1 erhélt man das Konfidenzintervall

(p1; p2) = (sin? pu1; sin® pup) ‘

4. Fast exaktes (1 — a)—Konfidenzintervall fiir p (nach Clopper-Pearson):
Hier wird ein Zusammenhang zwischen der B(n; p)—Verteilung und der F'(m; n)—Verteilung ausgeniitzt.
Sind X, /o und Y, /o G(%; 3)— bzw. G(%; 1)—verteilte unabhingige Zufallsgrofien, so hat

Fo— %Xm/2

%Yn/Z

eine sogenannte F'—Verteilung mit den Freiheitsgraden m und n, kurz F' ~ F(m; n). Deren (1—a)—Quantile
F(1 — a; m, n) sind in vielen Programmen (z.B. Excel) verfiigbar. Mit p = £ ist

1
(M’M)_<1+"ﬂﬁﬁﬁ(1—g;mn+1—xy2@’1+g;f4?@;un—xyﬂx+1»>

Zahlenbeispiel: p = 0,3, n = 1000:

Methode 1:  (p1; p2) = (0,2716; 0, 3284)

Methode 2:  (p1; p2) = (0,2724; 0,3291)

Methode 3:  (p1; p2) = (0,2720; 0, 3288)
Ein mathematisch exaktes Konfidenzniveau 1 — « ist fiir eine diskrete Verteilung im Allgemeinen nicht moglich.
Bei einer B(n; p)—verteilten Zufallsgrofie X gibt es nur endlich viele Wahrscheinlichkeitswerte P{k; < X < ko}

mit 0 < k1 < ky < n, unter denen 1 — « im allgemeinen nicht exakt vorkommt! Die Losung Nr. 4. ist die im
Rahmen dieser Einschriankung bestmogliche Annéiherung an das nominelle Konfidenzintervall 1 — a.

Die Normalapproximation fiir die arcsin —Transformation kann genauer gemacht werden:

X+ np+3 1
arcsin 3? ~ N | arcsin L 38;
n—+ 1 n + 2 dn + 2

(Lohnt sich nur fiir kleinere n.)

3. Konfidenzintervall fiir den unbekannten Wert p des Korrelationskoeffizienten zweier Zufallsgrofien X und Y
mit einer gemeinsamen Normalverteilung

Bemerkung: Fiir Zufallsgrofen (X, Y) mit einer gemeinsamen (2-dimensionalen) Normalverteilung gilt die Aqui-
valenz:

X, Y unabhingig <« p=0.

Zur Schitzung p = r siehe 1.6.1 auf Seite 26! Die Dichte des zufélligen Schétzers r ist von relativ komplizierter
Form und {iberdies vom unbekannten wahren Wert p der Korrelation abhéngig. Auch hier hilft eine Transforma-
tion mit dem Ziel, eine ndherungsweise normalverteilte Grofle zu erhalten:

Die Fisher’sche Z-Transformation:

Z = 1ln <1+T> = Artanh (r)!
2 1—r
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Th. Royen 3.1 Konfidenzintervalle fiir unbekannte Parameterwerte

ist
1 1+p P 9 1 .
Z~N =1 : = — verteilt!
(“ 2n(1p>+2(n1)70 n—3) v
Fiir hinreichend grofie n kann p = %ln (}f—g) gesetzt werden. Insbesondere gilt fiir p = 0 auch p = 0.

Aus einer Stichprobe mit n Wertepaaren (x;, y;) erhiilt man mit dem Stichprobenkorrelationskoeffizienten r
(Taschenrechnertaste!) zuniichst das ~ (1 — a)—Konfidenzintervall

Za Za
(u1;u2)=(Z— L, 7+ 2L
Vn—=3 Vn =3

und hieraus durch Riicktransformation das ~ (1 — a)—Konfidenzintervall fiir p:

ST R O |
e2m 417 e2p2 4 1)

) fiir ;o = E(Z)

(p1; p2) = (tanh(u1); tanh(usg)) = (

Zahlenbeispiel:
r=20,6, n=280, «=0,05, z,/2 =1,96:

(11; p2) = (0,4698; 0,9165)
(p1; p2) = (0,4380; 0,7242).

Fiir die weiteren Beispiele werden die - nach der Normalverteilung - wichtigsten Verteilungen der elementaren
Statistik benotigt:

Def. 1:

Sind Z, ..., Z, unabhiingig N(0; 1)—verteilt, so hat x2 := ZZ + ...+ Z2 eine Chiquadrat-Verteilung'! mit n
Freiheitsgraden, kurz:

> 7} ~x*(n)
j=1

(Unterscheide die ZufallsgroBe x2 vom Namen x?(n) der Verteilung!)

Dichte:
1 3 temu/? (z>0)
FT(g) |
E(x;) =n

Var(x2) = 2n.
Diese Verteilung ist offenbar mit der Gammaverteilung G(%; 3) identisch (vgl. Tabelle in 2.1.3 auf Seite 35). Ihre
Quantile x2(a, n) und x%(1 — a, n) sind tabelliert und in vielen Programmen verfiigbar.

Satz 1:
X1, ..., X,, unabhiingig und identisch N (u; 02)—verteilt = das Streuungsquadrat

1 < —
n_1§ (X; — X)
=1

822

ist verteilt wie

0'2 82
e (s0-nG~ee-)

n—1

21

e2r 417 z€R

TArea tangens hyperbolicus = Umkehrfunktion zu tanh(z) :=

Hgriechischen Buchstaben x (,,chi“) nicht mit z verwechseln.
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3 Statistische Methoden Th. Royen

(Beweis am Ende des Paragraphen)
Die x2—Verteilung spielt eine wichtige Rolle bei der Analyse beobachteter zufallsabhingiger Haufigkeiten. Eine
einfache Anwendung ist:

2

4. Konfidenzintervall fiir eine unbekannte Varianz o einer N(u; 0?)—Verteilung

Aus der Stichprobe X1, ..., X,, erhilt man mit s:

P{f(é‘ n-1) < (n—1)—2<x (1—;;71—1)}:1—@

und durch Umstellen nach o2 die Grenzen

o) = (s )

1-%n-1)" x 2(Sin—1)

fiir das (1 — o) —Konfidenzintervall fiir 2. Fiir nur ~ N (u; 0%)—verteilte X ist natiirlich das Niveau 1 — a auch
nur als Ndherung anzusehen.

Zahlenbeispiel:

Als Maf fiir die Genauigkeit eines unverzerrten Messverfahrens kann die Standardabweichung o der zufall-
sabhéngigen Messfehler X; aufgefa8t werden. Es ergab sich aus einer Stichprobe mit 61 Werten eine Streuung
s = 0,42 (Mafleinheiten). Mlt a = 0,1 ergibt sich fiir o das 90%—Konfidenzintervall

60
'/ 2 4/ 42 4
(01, 02) ( 008 43 19 -0, ) (0,3658; 0, 4950)

Wie man sieht, sind fiir eine genauere Schiitzung von o oder o2 gréfiere Stichproben erforderlich!

Def. 2:
Sind Zy, ..., Z, unabhingig und identisch N (0; 1)—verteilt, so hat

A
b1 = ————
n—1 21:2 Zz'

eine t—Verteilung mit ¥ = n — 1 Freiheitsgraden, kurz ¢,_1 ~ t(n — 1).
(vgl. Tabelle in 2.1.3 auf Seite 35)

Unterscheide auch hier die Zufallsgrofie t,,_; vom Namen #(n— 1) der Verteilung. Die Dichte einer t—Verteilung

ist ,glockenférmig” symmetrisch um 0 und in Abhéngigkeit vom Freiheitsgrad etwas breiter als die N (0; 1)—Dichte.
Fiir n — oo strebt die ¢(n)—Dichte gegen die N(0; 1)—Dichte. Praktisch kann man die tabellierten oberen
a—Schranken t(a; n) (= (1—a)—Quantile) fiir n > 200 durch die entsprechenden Schranken z,, der N(0; 1)—Verteilung
ersetzen.

5. Konfidenzintervall fiir einen unbekannten Erwartungswert p bei unbekannter Varianz o2

Es sei X1, ..., X,, eine Zufallsstichprobe mit n unabhingigen N (u; 0?)—verteilten Zufallswerten X;. Dann gilt:
X - X -
th_1 = = li = iu ~ t('fl — 1)
Var(X) vn

Aus

P{—t@;n—1)§X”<t(2 n—l)}zl—a

v

T Auch: ,,Student-Verteilung® nach ihrem Schépfer W. S. Gosset, der unter dem Pseudonym ,,Student® publizierte. Ihre erste An-
wendung fand die t—Verteilung in der Qualititskontrolle.
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Th. Royen 3.1 Konfidenzintervalle fiir unbekannte Parameterwerte

folgt durch Umstellen nach p das (1 — a)—Konfidenzintervall

(p1; po) = (X—t(g; n—l) %; Y—i-t(%; n—l) jﬁ) fiir p = E(X).

Wegen der notwendigen Schétzung von o durch die Stichprobenstreuung s ist nun die Verteilung des standardisier-

ten Mittelwertes ¢ = 5\_/% eine t—Verteilung statt einer N (0; 1)—Verteilung. Es sind daher im Konfidenzintervall

von Bsp. 1 nur die Schranken 2,5 der N (0; 1)—Verteilung durch die Schranken #(§; n—1) der ¢(n—1)—Verteilung
zu ersetzen. Gliicklicherweise ist die t—Verteilung verhéltnisméflig robust gegen Abweichungen von der Normal-
verteilung bei den Stichprobenwerten, so dass auch fiir nicht normalverteilte Stichprobendaten 1 — « noch als
Néaherung fiir das Konfidenzniveau angesehen werden darf.

Zahlenbsp.: o
wie in Bsp. 1 mit X = 12,4, n = 16, a = 0,05 aber mit einer Schiitzung s = 0,86 aus den 16 Stichprobenwerten,
also mit n — 1 = 15 Freiheitsgraden (kurz: FG = 15) ¢(0,025; 15) = 2,131 = 95%—Konfidenzintervall fiir p:

0,86

V16

<12,4 -2, 131256, 12,4 +2,131

: = (11,94; 12, 86)
V16 >

Def. 3:
Sind x2,, x2 zwei unabhiingige x?(m) bzw. x?(n)—verteilte Zufallsgrofen, so hat
Fo . Xm/m
m,n - 2
X/

eine F—Verteilung mit den Freieitsgraden m und n, kurz: F,, ,, ~ F(m, n). Die (1 —a)—Quantile sind verfiigbar.
Sind Xi, ..., X,, und Yy, ..., Y,, zwei unabhingige Stichproben aus einer N (i,; 02) bzw. N (p,; 0%)—Verteilung
(also 02 = 02 = 02), so hat das Verhéltnis der Streuungsquadrate

_ ﬁ Z?;(Xi - Y)2
i (Yi-Y)?

eine F(m — 1, n — 1)—Verteilung.

2
Y

F .=

@ | »
RLRLN[R N

Hat man unbekannte evtl. verschiedene Varianzen o2, 05, so ist

s2/0%
Sz/aéwF(mfl;nfl)
y/ %y
und aus
2/ 2
P F(g;m—l,n—l)ﬁsx/ong(l—g;m—l,n—l) —1-a
2 s2/a2 2

2
folgt das (1 — ov)—Konfidenzintervall fiir das unbekannte Varianzverhéltnis 2% mit den Grenzen
y

s2 1 52 1
s2F(1-%;m—1,n—-1) s2F(§; m—1,n-1)

Tabellen enthalten oft keine unteren Schranken der F'—Verteilung. Es ist aber stets

1

Flo S S—
(c m, m) F(1 —a; n, m)

Folgere dies aus der Beziehung P{F,, ,, < F(a; m, n)} = a durch Ubergang zum offensichtlich F'(n; m)—verteilten

Kehrwert F1 .
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3 Statistische Methoden Th. Royen

Zahlenbsp:
53 =155, m—1=060, s2 = 18,2, n — 1 = 120, & = 0,1, F(0,95; 60; 120) = 1,429, F(0,95; 120, 60) = 1,467
gibt fiir das unbekannte Varianzverhltnis o2/ 05 das 90%—Konfidenzintervall

(15,5 1 155

B3 TI5 153 -1,467) = (0,5960; 1,249).

Besonders wichtig ist die F'—Verteilung fiir die Varianzanalyse. Diese ist eine allgemeine statistische Methode
zur Analyse der Wirkungen einer oder mehrerer Ursachen auf die Verteilung und insbesondere auf die Erwar-
tungswerte eines oder mehrerer Merkmale. Sie wird vor allem fiir die statistische Analyse von Experimenten im
Versuchswesen benétigt. (Z.B wie wirken verschiedene Dosierungen mehrerer Substanzen auf das zu erwartende
Wachstum eines Tumors innerhalb eines gewissen Zeitraums?)

Bei allen Beispielen lassen sich auch einseitige (1 — «)—Konfidenzbereiche angeben, wie z.B. nur eine untere
(1 — a)—Konfidenzgrenze

X —tla;n—1)— firp=EX)

SN

Zur Verteilung von x2 = Y7 | Z? und des Streuungsquadrat s? = ﬁ > (X; — X)? von n unabhiingigen
N(u; 0?)—verteilten X;:

HmNO1) = P22 <a} = P{Z] < VE} = 0(VF) — B(—/E) = 20(,/7) — 1.

(Wegen der Symmetrie um 0 ist stets ®(—y) =1 — @(y).)
Also hat Z? die Dichte

d 2 1 1y 1 _
f(m)zQ(iI(I)(\/:E):\/;-Me 2 —Wgﬂ

Dies ist die Dichte einer G (3; 1) —Verteilung (= x?(1)— Verteilung).

Wegen (3) in 2.2 auf Seite 40 hat dann Y., ; Z? eine G(%; 3)— Verteilung (= x?(n)— Verteilung).

e

SIS
[VE]

Zur Verteilung von s%:

Der Zufallspunkt P € R™ habe den Koordinatenvektor 7 = (Zy, ..., Zy)" und in einem neuen um den Nullpunkt
gedrehten Koordinatensystem den neuen Koordinatenvektor 7 = (Zf, ..., Z¥),IV wobei das Abstandsquadrat
EZL:I 7% = Z:L:l Z? vom Nullpunkt gleich bleibt. Eine Drehung wird rechnerisch durch eine orthogonale Matrix
A beschrieben mit zueinander orthogonalen Zeilenvektoren der Lénge 1. Z* = AZ. Wihlt man in A als letzte

Zeile ( S ﬁ) soist Z: = L Y Z, = inZ und folglich

ﬁ7 ﬁv n

n

n—1 n
=322 =32 T =3 (% - 2P~ P 1),
i=1 i=1

i=1
X;~N(u, 0%) = X, ist verteilt wie u+ o Z; und (X; — X)? wie 0%(Z; — Z)?. Also ist

n

(n—1)s* = Z(X,» - X)?

i=1

verteilt wie 02 x2_,, was zu zeigen war.

IVZ und Z* haben die gleiche gemeinsame rotationssymmetrische Dichte

() T ()= () o (45 () o (2 E7)

=1
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Th. Royen 3.2 Testen von Hypothesen

3.2 Testen von Hypothesen

3.2.1 Nullhypothese

Viele Vorstellungen iiber einen realen Sachverhalt sind bei genauerer Formulierung Vorstellungen iiber die Werte
gewisser Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Statt Vorstellungen (Meinungen, Vermutungen) sagt
man in der Statistik Hypothesen. Ein statistischer Test fillt aufgrund einer oder mehrerer Zufallsstichproben eine
Entscheidung iiber die Glaubwiirdigkeit zweier einander ausschlieender Hypothesen. Bei Hypothesen iiber den
Wert irgendeines Verteilungsparameters y - z.B. des Erwartungswertes y = u - hat die sogenannte Nullhypothese
H, die Form

Hy: v =10

wobei yo ein hypothetischer (d.h. behaupteter oder vermuteter) Wert von vy ist und y den wahren unbekannten
Parameterwert bezeichnet. Mit der Abweichung § := v — yo wird das Wort ,Nullhypothese“ verstiandlicher.
Offenbar bedeutet

Hoi 6=0

3.2.2 Alternativhypothese

Demgegeniiber besagt eine einseitige Alternativhypothese

Hf: vy>vy < d>0 oder gegebenenfalls auch
H :v<ys & 6§<0

Die zweiseitige Alternativhypothese ist die Negation von Hy:

Hi:vy#v0 & 0#0

Die einseitige Alternative H f‘ ist sinnvoll, wenn man weif}; dass im Fall y # yo nur y > 7y in Frage kommt.

Einfaches Beispiel:

Die durchschnittliche ,Lebensdauer” eines technischen Massenartikels - z.B. die Brenndauer einer Glithlampe
eines bestimmten Fabrikats - hat einen bestimmten Wert, z.B. 1150 Stunden. Die Lebensdauer X eines zufillig
herausgegriffenen Exemplars dieses Artikels (Brenndauer X einer einzelnen Glithlampe) hingt von vielen (zukiinf-
tigen) unbekannten Einfliissen ab und verhélt sich daher wie eine Zufallsgrofie. Die obige Hypothese ist also eine
Nullhypothese der Form:

Hy: p=E(X)=po=1150 [h]
Eine einseitige Alternativhypothese (z.B. fiir Werbezwecke) konnte
Hy: p>po

lauten.

Vor einem Test sollte sowohl Hy als auch die Alternativhypothese klar formuliert werden, weil das Testverfahren
von beiden Hypothesen abhéngt. Bei jedem statistischen Test sind zwei Fehlentscheidungen moglich:

Fehler 1. Art:
Hy wird abgelehnt (d.h. als ,unglaubwiirdig* eingestuft), obwohl H, wahr ist.

Fehler 2. Art:
Hy wird nicht abgelehnt, obwohl die Alternativhypothese wahr ist.

Jeder statistische Test kontrolliert die Wahrscheinlichkeit p fiir einen Fehler 1. Art, d.h. es wird durch die En-
scheidungsregel garantiert, dass p < a mit einem vorgegebenen kleinen Wert «, meist « = 0,01 oder o = 0, 05.
Diese maximale Irrtumswahrscheinlichkeit « fiir einen Fehler 1. Art heifit auch das Niveau « des Tests.
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3 Statistische Methoden Th. Royen

Die Wahrscheinlichkeit (3 fiir einen Fehler 2. Art ist eine Funktion, die im wesentlichen davon abhéingt, wie stark
sich der wahre Parameter y vom hypothetischen Wert vy, unterscheidet.

1 — ( ist dann die Wahrscheinlichkeit einer Entscheidung fiir die Alternativhypothese und heifit die Power oder
Giitefunktion des Tests. Sie kann als ,, Empfindlichkeit“ des Tests aufgefafit werden, Abweichungen von der Null-
hypothese zu ,entdecken®. Bei festem Niveau « sollte die Power (, Empfindlichkeit*) méglichst hoch sein, bzw.
[ moglichst klein. Zu einem Test gehort eine sogenannte aus den vorliegenden Stichprobendaten berechnete
Teststatistik (oder PriifgroBe) T', deren Verhalten moglichst empfindlich auf Abweichungen von der Nullhypo-
these reagiert. Bei den meisten Entscheidungsregeln fiithren ,auffallend grofie* Werte von T zur Ablehnung der
Nullhypothese.

3.2.3 Einstichproben t—Test

Einstichproben ¢—Test fiir den unbekannten Erwartungswert p eines N (u; 0?)—verteilten Merkmals X bei
(zuniichst) bekannter Varianz o2 V

Hy: p=pp mit einem behaupteten hypothetischen Wert g
H: p>p < d:=p—po>0
Gegeben: Stichprobe aus n ,Realisierungen® (,, Beobachtungen®) X1, ..., X,, von X
Teststatistik:
Mit pg standardisierter Mittelwert
X—m _ X—po
Var(X) /P

t:

Unter Hy (d.h. wenn Hy wahr ist) ist ¢ ein Zufallswert aus einer N (0; 1)—Verteilung. Unter H;", wenn also p > fio
gilt, ist

X —p op—po X

—pu
= odw T ardn = orm TV
——
~N(0; 1)!

t

ein Wert aus einer N (£y/n; 1)—Verteilung.

ZEICHNUNG!! Entscheidungsregel fiir den Einstichproben ¢t—Test zum vorgegebenen Niveau o (= Irrtumswahr-
scheinlichkeit fiir Fehler 1. Art):

Lehne Hy ab zugunsten von Hf, wenn t > z,, wobei z, die obere a—Schranke der N (0; 1)—Verteilung ist."!

Falls Hy wahr ist, gilt P{t > z,} = «, also wird Hp irrtiimlich mit der Wahrscheinlichkeit o abgelehnt.
Falls 6 > 0 ist, wird Hy félschlich nicht abgelehnt mit der Wahrscheinlichkeit 5. Es ist

o Tope e} el T et o5

mit der Verteilungsfunktion ® der N(0; 1)—Verteilung. Somit ist die Power:

1—ﬁ:1—<b(za—j\/ﬁ):¢(j\/ﬁ—za>

(Stets gilt ®(—z) = 1 — ®(z) aus Symmetriegriinden.)
Die Kenntnis der Power lisst sich zu Planungszwecken nutzen, insbesondere zur verniinftigen Wahl eines Stich-
probenumfangs n.

VZ.B. in der industriellen Qualititskontrolle ist meist 62 = Var(X) ziemlich genau bekannt aus sehr vielen fritheren X —Werten.

VIComputerprogramme benutzen meist keine Schrankenwerte, sondern berechnen unter Annahme der Giiltigkeit von Hg die Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit von ¢ {iber den aus der Stichprobe berechneten t—Wert tper, d.h. p := P{t > tyer|Ho}. Offenbar ist
ther > Za dquivalent zu p < «. p ist ein Maf fiir die Glaubwiirdigkeit von Hg.
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Th. Royen 3.2 Testen von Hypothesen

Beispiel:
Wie grof§ sollte n bei vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0,01 gewadhlt werden, damit eine vorgegebene

Abweichung § = p— pg - z.B. § = %0’ - vom Test mit mindestens einer Sicherheit von 1 — 5 = 0,9 , erkannt“

wird, d.h. zur Ablehnung von Hj fiihrt?

) )
q)(\/ﬁ—za> =1-8 & —vn—2,=23 (ausder ® — Tabelle)

o o

= n> (%(za Jrzﬁ))Q

Mit obigen Zahlen: n > (2 (2,326 + 1,282))% = 52,07, also n = 53.

Fiir den entsprechenden Test von Hy : p = uo gegen die zweiseitige Alternative lautet die Entscheidungsregel
zum Niveau a:

Hy abgelehnt, wenn [t]| > z, /9

Es fiihren also alle ,,zu weit von 0 entfernten“ t—Werte zur Ablehnung von Hj.

Wenn o unbekannt ist, wird o durch die Stichprobenstreuung s ersetzt und die Schranken z, durch die Schranken

t(a; n — 1) der t—Verteilung. Mit ¢t = f /7%’ hat man fiir die drei Varianten des Einstichproben ¢—Tests:

Hi (> po), wennt>t(a;n—1)
Hy abgelehnt zugunsten von < Hy (p < po), wennt < —t(a;n—1)
Hy(p#po) , wenn [t| >¢(%;n—1)

3.2.4 2-Stichproben t—Tests

Hiufig soll anhand von Stichproben gepriift werden, ob die Anderung eines ,, Einflussfaktors die Verteilung eines
Merkmals X nach rechts oder links verschiebt. Es soll z.B. gepriift werden, ob die Einnahme eines bestimmten
Medikaments die - geeignet gemessene - Konzentrationsfihigkeit X von Personen mindert, oder es soll getestet
werden, ob eine technische Modifikation bei der Herstellung von Solarzellen zu einer durchschnittlichen Erh6hung
des Wirkungsgrades X im praktischen Dauerbetrieb fithrt. Fiir derartige Vergleiche sind grundsétzlich zwei Si-
tuationen zu unterscheiden.

(a) Verbundene Stichproben

Es liegt eine Zufallstichprobe von n Einheiten aus der Grundgesamtheit vor, an denen das Merkmal X einmal
unter Bedingung A und einmal unter Bedingung B beobachtet oder gemessen wird. Es liegen also stets zwei
,verbundene“ Werte X4, Xp von der gleichen Einheit vor! Falls moglich, sollte man verbundene Stichproben
vorziehen. Wird némlich an der gleichen Einheit ein deutlicher Unterschied zwischen X 4 und Xp festgestellt,
so wird man diesen Unterschied eher den unterschiedlichen Bedingungen A bzw. B zuschreiben, als wenn solche
Unterschiede an verschiedenen Einheiten beobachtet wiirden, da sich diese auch bei identischen Bedingungen A
und B hinsichtlich ihres X —Werts deutlich unterscheiden kénnten. Oft sind aber verbundene Stichproben von
der Sache her unméglich. Man kann z.B. die gleiche Solarzelle im obigen Beispiel nicht auf zweierlei Weisen
herstellen!

Stichprobendaten: (X114, X18), ..., (Xna, XnB),

pa=FE(Xa), up = E(Xp) sind unbekannt.
Zu testen ist Hy: 6 = pup — pa = 0 gegen H;™ : § > 0 oder gegen H; : & < 0 oder zweiseitig gegen H; : & # 0.
Im obigen Beispiel mit der Konzentrationsféhigkeit wére also einseitig gegen H; zu testen, wenn B fiir Einnahme
des Medikaments steht.

Bilde die Stichprobe der Differenzen D; := X;p — X;4, i =1, ..., n, und priife mit dem Einstichproben t—Test
die Hypothese

Hoi (5:E(D):E(XB—XA):MB—/JA:0
gegen die entsprechende Alternativhypothese. Priifgrofie ist also

D = 1L 1 < =
t= 2 it D=~ D, und 53 = —— Y (D, - D)’
Vvn  mi - und s% ( )

s n—1
D i=1 i=1
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Mit diesem ¢ lautet die Entscheidungsregel wortlich wie vorher beim Einstichproben t—Test. Ein (1—a)—Konfidenzintervall
fiir § = up — pa ist dann:

60 = (D= (§ra=1) 2 Do (§i0-1) 22)

Die Irrtumswahrscheinlichkeit o bzw. die ,statistische Sicherheit“ 1 — « ist fiir normalverteilte Ausgangsdaten
exakt, andernfalls nur eine Néherung.

(b) t—Test fiir zwei unabhéngige Stichproben

Es ist

Xa~N(pa; 0%), Xp ~ N(up; 03), pa, ps, 04, 0p

unbekannt. Zunichst wird angenommen, dass 0% = 0% = o2 (dann liegt fiir pp # pa nur eine Translation

(Verschiebung) der Verteilung vor.)
Stichprobe 1 unter ,Bedingung“ A: Xj4,..., X;ua
Stichprobe 2 unter ,Bedingung“ B: Xip, ..., XuB

Zu testen ist wieder Hy : d = up — pa = 0 gegen § > 0 oder gegen § < 0 oder zweiseitig gegen § # 0.
Es gibt aus beiden Stichproben einen Schitzer fiir o2:

1 «— -
54 = — Zl(XiA —X4)? mit m — 1 Freiheitsgraden,
=

R -
sQB = Z(XjB — XB)2 mit n — 1 Freiheitsgraden
j=1

Bilde hieraus den bestmoglichen Schiitzer s? fiir o2:

—1)s2 —1)s2
§2 = (m )S?j‘_(" - )$B mit m +n — 2 FG'n
m— n—

2 2
s? ist also das mit den FG'n gewichtete Mittel von s4 und s%. (s = % fir m =n)

2
2 Xm+n72

= Mit diesem s ist die PriifgroBe

Die Freiheitsgrade addieren sich hierbei, d.h. s? ist verteilt wie o
. Xp—-Xa _Xp-Xa_Xp—X4
\/\A/ar(YB—YA) %—i—% 8\/%4-%

Unter Hy gilt t ~ t(m + n — 2). Daher ist die Entscheidungsregel zum Niveau o wieder

t mit m+n—2 FG’n

H{, wennt>t(a;m+n—2)
Hj abgelehnt zugunsten von ¢ H; , wenn ¢t < —t(o; m+n —2)
Hy , wemn [t|>t(%;m+n—2)
Das (1 — a)—Konfidenzintervall fiir 6 = pp — 14 hat die Grenzen

S — 1 1
51/2:X37XA:Ft<g;m+n72)s — 4+ =
2 m n

Zahlenbeispiel:
Vergleich der Wirkungsgrade X 4, Xp zweier Solarzellentypen A und B: Zu testen ist Hy : 0 = ug — pua =0
gegen § > 0.

Stichprobe A: | 13,5 | 11,7 | 12,9 |
Stichprobe B: | 12,8 | 12,0 | 11,9 |

m=n=10, a:=0,05
X4 =12,55 s4 =0,3583

Xp = 13,10 52, = 0,5911 } = s=0,6890 mit 18 FG'n.
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Xp—-X
t=28"24 1785 > ¢(0,05; 18) = 1,73
2
$\/ 10

d.h. der Test ist signifikant auf dem 5%—Niveau, also Entscheidung fiir up > pa.

Falls 51247 sQB sehr stark voneinander abweichen, ist die Annahme 0?4 = 0123 unrealistisch. In diesem Fall bilde
E L YB - XA
o 82 82
Vit d

t ist unter Hy ~ t(v)—verteilt mit dem FG

(va +vB)? s4 5%

=3 y VA'l=—, Upi= —
Va + VB m n
m—1 n—1

(Ndherung nach Welch.)

3.2.5 Test fiir den Wert einer unbekannten Wahrscheinlichkeit p

Gegeben: eine relative Héufigkeit p aus einer Stichprobe vom Umfang n.

L SN N(0; 1) — verteilt.
p(1-p)

n

Zu testen ist Hy : p = po (po = vorgegebener , hypothetischer Wert fiir p) gegen H;" : p > po oder H; :p < po
oder zweiseitig gegen Hy : p # po. TestgroBe ist die unter Hy fiir nicht zu kleine n = N(0; 1)—verteilte Priifgrofie

/ Po(1—po) -

Die Entscheidungsregeln fiir die Tests zum Niveau « vergleichen wieder Z mit den Schranken z, bzw. —z, und
im zweiseitigen Fall [Z| mit 2,/ aus der ®—Tabelle.

7 =

3.2.6 Vierfelder-Tests zum Vergleich zweier unbekannter Wahrscheinlichkeiten

Es liegen unter evtl. verschiedenen Bedingungen entstandene unabhiingige B(n;; p;)—verteilte Haufigkeiten fiir
ein interessierendes Ereignis A vor (i = 1, 2). Zu testen ist, ob sich die beiden unbekannten Wahrscheinlichkeiten
p1, p2 fiir A unterscheiden oder nicht, also Hy : 6 := p; — ps = 0 gegen H;" : § > 0 oder gegen H; : § < 0
oder zweiseitig gegen H; : & # 0. Die fiir den Test zur Verfiigung stehenden Stichprobendaten kénnen in einer
Vierfeldertafel zusammengefafit werden:

A eingetreten
ja nein by
Stichprobe 1 | Nyq Nia ny
Stichprobe 2 | Nog Nog Mo
Y| Na N n

ni, ne : gegebene Stichprobenumfinge
N1, N, : zufillig
Nin

%

Schétzer fir die p; : p; =

Unter Hy wiirde der gemeinsame Wert p = p; = po durch p = % geschiitzt. TestgroBe ist die unter Hy & t(n—2)—
verteilte standardisierte Differenz

P1 — D2

(0 -pE+ )"

{:
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3 Statistische Methoden Th. Royen

die bei Tests zum asymptotischen Niveau o mit den Schranken t(c; n — 2) bzw. zweiseitig mit ¢(5; n — 2) zu
vergleichen ist. (Fiir n > 200 mit den entsprechenden Schranken der Normalverteilung.)
Oft wird auch die Chi-Quadrat-Priifgrofie

&= n(Nu Nay — Nia Nop)? oder §— \/ﬁNll Nys — Nig Noy

nino N1 N vVninag N1 Ny

verwendet. Eine einfache Umrechnung zeigt £ = y !
Unter H ist also x? ~ verteilt wie Z2 mit Z ~ N(0; 1), also x?(1)—verteilt (1 Freiheitsgrad). Diese Approxima-
tion ist etwas genauer fiir x*? := 2=Ly?

Entscheidungsregeln fiir diesen x2—Test zum Niveau a:

H{f (6§>0), wenn x>z,
Hy (6 = p1 — p2 = 0) abgelehnt zugunsten von ¢ H; (6 <0), wenn ¥ < —z,
Hy (§#0), wenn x?>x%(1—a;1)

(Obere x2—Schranke y2(1 — a; 1) = 23/2)

Zahlenbeispiel:
Test fiir Hy : ps = p1 gegen Hy : py # p auf dem 5%—Niveau:

ja | nein | X

1. | 148 | 52 | 200
160 | 88 | 248
31 308 | 140 | 448

o

(148 - 88 — 52 - 160)?
200 - 248 - 308 - 140

X2 =448 =4,635 > 3,8416 = x*(0,95; 1) (= 24 g25)

Der Test ist signifikant auf dem 5%—Niveau, d.h. Hy (p2 = p1) wird als unglaubwiirdig abgelehnt.

3.3 Regression, Maximum-Likelihood-Schatzung von Parametern,
Methode der kleinsten Quadrate

3.3.1 Regression

Héufig will man wissen, wie eine Grofle Y durch ein oder mehrere Einflussgréfien Xy, ..., X, beeinflusst wird. Au-
Ber den identifizierten bekannten Einflussgrofien X1, ..., X, kann es viele weitere unbekannte unkontrollierbare
Einfliisse auf Y geben, so dass der Y —Wert durch die X; —Werte noch nicht vollstandig bestimmt wird, also nicht
einfach eine mathematische Funktion von X, ..., X, ist. Der Y —Wert setzt sich additiv zusammen aus einer
Funktion von X7, ..., X, die eine gewisse Anzahl von Parametern enthalten kann und einen Anteil, der von den
vielen unbekannten Einfliissen herriihrt und den man als ,,Zufallsrest® auffasst.

Die genaue Lieferzeit Y eines Produkts durch eine Spedition wird linear durch die Entfernung X zum Kunden
beeinflusst, hdngt aber auch von den zufélligen Schwankungen der Verkehrsdichte ab.

Die mittégliche Ozonkonzentration Y wird durch meteorologische Daten vom Morgen des gleichen Tages stark
beeinflusst (z.B. X; = Ozonkonzentration am Morgen, Xo = Bewolkungsgrad, X3 = Windstérke, ...) Y kann
aber nicht exakt als Funktion dieser X; vorherbestimmt werden, weil es zu viele weitere unbekannte Schwan-

kungsgriinde fiir die einzelnen Y —Messwerte gibt. Man kann aber versuchen, eine méglichst gute Prognose Y als
Funktion der verfiigharen Einflussgrofien X; zu erhalten.

Sehr viele derartige Situationen koénnen bereits hinreichend genau durch das Modell der linearen Regression
beschrieben werden:

Y =fBo+5 X1 +... 48, X+ 72

mit einem von X, ..., X, unabhingigen ,Zufallsrest“ Z mit F(Z) = 0 und Var(Z) = ¢%. Die unbekannten
Parameter dieses Modells sind die Regressionskoeflizienten fy, ..., §; und die Restvarianz o%. Das Modell ist
nicht so speziell wie es auf den ersten Blick wirkt, da die X; selbst auch nicht lineare Funktionen anderer
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Zufallsgroflen sein konnen.
Esist z.B. mit Xy := X, X, := X7, j=1,...,q,

Y:p(X)JrZ:ﬂ0+ﬂ1X+...+ﬂqu+Z.

Eine polynomiale Beeinflussung von Y durch eine (oder auch mehrere) Grofien ist als Spezialfall in obigem Modell
enthalten! Das Wort linear bezieht sich im linearen Regressionmodell auf die Linearitit bzgl. der Parameter
Bo, .., Bg. Dementsprechend liegt ein nicht lineares Regressionmodell vor, wenn mit einer bzgl. der Parameter

— =,

B = (Bo, B1, -..) nicht linearen Funktion f(Xy, ..., X,; §) gilt:

=

Y=f(X,....,.X;8)+Z

Insbesondere bei Versuchen zur Untersuchung des moglichen Einflusses von X1, ..., X, auf das ,Zielmerkmal®
Y wird man Werte z;; der Gréflen X; vorgeben. Man hat dann einen Datensatz (Stichprobe) folgender Form:

}/1 Tr11 e T1q
}/i Ti1 c.e Tig
Yo ZTpi ... g

Mit zufilligen Resten Z; gilt dann fiir die zufallsabhéingigen Werte Y; das sogenannte Modell der linearen
Regression 1. Art:

E:ﬁ0+ﬁlxil+-~-+ﬁqxiq+ziy 1=1,....n, n>q+1.
E(Z;) =0, Var(Z;) = Var(y;) = o2,

alle Z; (und damit auch alle Y;) vollstindig unabhéngig. Es ist also E(Y;) gleich der bedingten Erwartung von
Y unter der Bedingung X; = x5, j=1,..., ¢, also

E(Y;) = E(Y|Xj = Tjj, .7 = 1; ceey q) :ﬁO"_ﬁl(Eil ++ﬁqx7,n
Mit der sogenannten Designmatrix

1 T11 - T1g 50

X = : und dem Parametervektor 5 =

1 zp1 o0 Ty By

a8t sich obiges Modell kiirzer in der Form

j=XG+7%

schreiben. (Auch zufallsabhéingige Vektoren wie § und Z werden oft klein geschrieben.)
Die Grundaufgabe der linearen Regression besteht darin, aus den gegebenen Stichprobendaten die unbekannten
Modellparameter Sy, ..., 3, und o mdglichst optimal zu schéitzen.

Die Parameter fy, ..., B4 werden iiblicherweise mit der Methode der kleinsten Quadrate geschétzt, die ein Spezi-
alfall der allgemeinen Maximum Likelihood Schétzmethode fiir unbekannte Verteilungsparameter aus Stichproben
ist. Diese allgemeine Parameterschéitzmethode soll hier kurz erkléart werden.

3.3.2 Das Maximum-Likelihood-Schatzprinzip
ZEICHNUNG!

Angenommen, man weif3, dass ein beobachteter Wert x einer ZufallsgroBie X nur aus einer der beiden moéglichen
Verteilungen mit Dichte f; und Erwartungswert p;, ¢ = 1, 2, stammen kann. Wenn man sich fiir eine Dichte
bzw. einen Parameterwert p; entscheiden muss, wird man sich fiir jene Dichte f entscheiden, die den gréfleren
der beiden Werte fi(z; p1), fa(x; p2) gibt. Unter der anderen Verteilung wire es ja unwahrscheinlicher, den
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tatséichlich eingetretenen Wert x zu bekommen! Dieses Prinzip 148t sich wesentlich verallgemeineren:

Hat man eine Zufallsstichprobe mit Werten y; aus einer Verteilung mit einer von einem unbekannten Parameter
9 (oder einem Parametervektor J = (91, ..., ), falls es mehrere Parameter sind) abhéngigen Dichte f(y; 15),
so ist die gemeinsame Dichte der Stichprobenwerte w1, ..., yx:

fn(gv 5) = fn(ylv sy Ynj 1917 ceey ﬁq) = Hf(yza '5)
=1

Der Maximum-Likelihood-Schitzer J = J(yl, ..., Ypn) ist derjenige Wert von 5, der f,.(¥; 5) als Funktion von 9
maximiert (sofern dieser eindeutig bestimmt ist).

Aquivalent hierzu wird (aus rechentechnischen Griinden) meist Ly, (7 ¥) := In(f,(7: 7)) bzgl. J maximiert.

fa(i7; ¥) heiBt als Funktion von ¥ auch die Likelihood-Funktion und Ly (i: J) die Log-Likelihood-Funktion.

Man kénnte Maximum-Likelihood-Schétzer verdeutschen als , plausibelster Schitzwert* auf Basis der verfligba-
ren Stichprobendaten. Die Maximum-Likelihood-Schiitzmethode hat sich wegen ihrer (zumindest asymptotischen)
Optimalitédtseigenschaften durchgesetzt. Unter sehr allgemeinen Vorraussetzungen sind Likelihood-Schétzer
asymptotisch effizient, d.h. sie haben asymptotisch minimale Varianz, sind also (zumindest fiir groe n) nicht
durch genauere Schétzmethoden ersetzbar. Auerdem sind diese Schitzer (fast immer) asymptotisch normalver-
teilt.

Ein einfaches Beispiel: Y ~ N(u; 02), i, 0 unbekannt: = Dichte der Stichprobenwerte 1, ..., ¥, ist

n 2
1 1 yi—M)
2
n sy oees Yny Uy, 07 ) = —F€eX —_ | — =
fn(1 Yni 1, 0°) ¢I=|1U o p( 2( . )

() = (;Z ) (7= (. %)

Die Maximum-Likelihood-Schiitzer fi, 62 ergeben sich aus den notwendigen Bedingungen 8f =0, gi 2 = (0. Man

erkennt aber ohne Rechnung, dass zunichst fiir bel. o2 das Maximum von f,, bzgl. p durch Minimierung der

Quadratsumme

Q) == (5 —p)°

=1

bzgl. p erreicht wird, was auf die Losung

1 n
ﬂzﬂzﬁ;yi
1=

fithrt. Der Stichprobenmittelwert % ist also der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 4. Die Maximierung bzgl. o2
fithrt auf

i=1

nicht erwartungstreu, hat aber eine etwas kleinere Varianz als s.

3.3.3 Die Methode der kleinsten Quadrate

Im obigen Regressionsmodell hat Y; den Erwartungswert u; = 8o + 81 i1 + ... + B¢ Tig- Nimmt man zunéchst
N(0; 02)—verteilte Reste Z; an, so findet man #hnlich wie vorher die Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir 5 =
(Bo, ---, By) durch Maximieren der gemeinsamen Dichte

(0 127T> exp <—%i2 Z(yz —Bo—Bixin—...— By fUiq)Q)
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von (Y1, ..., Y,) bzgl 5 Dies ist offenbar dquivalent zur Bestimmung des Minimums der Summe der ,, Abwei-
chungsquadrate*
n
QB = (v — o — Bron — ... — Bywig)® = |7 — X B
i=1
Dies ist die ,,Methode der kleinsten Quadrate® zur Schétzung von 3. Die notwendigen Bedingungen g—g) =
0, ..., g—gq = 0 bilden ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von 5 Dieses System erhélt man auch

geometrisch sehr einfach: Die Vektoren
X3 =BoFo+bidr+...+ 8,7,

mit den Spalten Z; von X VI yund beliebigen B; bilden den von den #; aufgespannten Unterraum [Zo, ..., Z,] des
R™ (beachte Voraussetzung ¢+ 1 < n).
|g— X ] wird minimal, wenn X ( die Orthogonalprojektion von ¢ auf diesen Unterraum ist, also §f— X [ senkrecht

-,

zu allen Z; ist. Somit sind alle Skalarprodukte 3'3'3 (¥ — X B) = 0, zusammengefafit also:

XG-xpF=0 & |X'XF=X'7.

Dieses lineare Gleichungssystem hat fiir Rang(X) = Spaltenzahl von X = ¢ + 1 die eindeutige Losung

F=i= (XX X'y

b ist der »Kleinst-Quadrate-Schiitzer® fiir B, der im Fall normalverteilter Reste mit dem Maximum-Likelihood-
Schétzer tibereinstimmt. Auch fir Zufallsreste Z; mit unbekannter Verteilung (das ist die in der Praxis meist

vorliegende Situation) wird der Kleinst-Quadrate-Schétzer b verwendet, weil dieser unter allen linear von den
Werten y; abhingigen unverzerrten Schéitzern dann noch immer die kleinste Varianz hat.

3.3.4 Die Regressionsgerade
Hier handelt es sich um lineare Regression mit nur einer EinfluBgréfie X (¢ = 1).

Modell: Y; = E(Y;) + Z; = B0 + 31 @; + Z; mit unabhéngigen Resten Z;, E(Z;) = 0, Var(Z;) = Var(Y;) = o2.
Man unterscheide die ,,wahre“ unbekannte Regressiongerade

EY|X =) =00+ frz

von der aus der Stichprobe (z;, y;), i =1, ..., n, geschiitzten Regressiongeraden
9 = bo + by .
Mit
X — ( 1 1 ... 1 >
T1 Ty ... Tn

erhélt man:

v n X ’ - Yy

und nach leichter Umformung;:

_%:Ziﬂ(%_w)(yi_y); bo=7—b T

B me Z?:l(xi - f)Z

by

VII
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(Tasten auf Taschenrechner fiir by und by oft mit a, b bezeichnet.)

Die geschiitzte Regressiongerade § = by + by =7 + b1(z — T) geht stets durch den Punkt (z, 7).
Wegen @y = b1 Qy erhilt man fiir die ,,Restquadratsumme® (= Summe der quadrierten Abweichungen zwischen
den y; und den Werten §; =3 + b1 (z; — T)):

n

QR(est) = Z(yz —y-— bl(xi - f))2 = ny —2by sz + b% me = ny - b% sz

i—1
(oder Quy — b1 Quy mit Qyy = >0, (yi — ?)2)

1
2 _
s _n—ZQR

ist dann ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 2 mit n — 2 Freiheitsgraden.

Deutung der Quadratsummenzerlegung:

Qyy = b2 Quz + Qrest  mit den zugehdrigen Freiheitsgraden
FG: n—-1= 1 +n-2.

b} Quw = Y _bi(2i —7)° =Y (5 —7)°
erfafit die Schwankung der Werte ¢; auf der Regressiongeraden, also den Anteil der Schwankung von Y, der

durch die Abhéngigkeit von z verursacht wird. Qg erfait die von x unabhéngige Restschwankung von Y. Daher
bezeichnet man

o BQu | Qn

ny ny

auch als das (aus der Stichprobe geschiitzte) Bestimmtheitsmaf von Y durch x. Rechnerisch ist r? identisch mit

dem Quadrat

2
a) Q’éy des Stichprobenkorrelationskoeffizienten r der Paare (z;, y;).
Tx Yy

3.3.5 Tests und Konfidenzbereiche fiir die Parameter von Regressiongeraden

Fiir N(0; o?)—verteilte unabhiingige Reste sind alle folgenden t—PriifgroBen exakt t—verteilt und die nominel-
len a—Niveaus exakt, andernfalls handelt es sich um N&herungen. Die wahre Regressiongerade wird jetzt durch
a + [ x bezeichnet und die geschétzte durch §j = a + bx.

(1) Konfidenzintervall und Test fiir die ,wahre“ unbekannte Steigung [ einer Regressiongeraden:

Es liege eine aus einer Stichprobe geschétzte Regressiongerade §§ = a + bx vor mit einem Reststreungsquadrat

s2 = ﬁQR mit n — 2 FG'n.

n

307 = var
1

1=

Q1 i(xi - x)}@-) , da 72”:(332» —7) =0.
TT 1 =1

1=

1
Qua

Var(b) = Var <

(Y; hier grof geschrieben, um die Zufallsabhéingigkeit hervorzuheben; die x; sind fest vorgegebene nicht zufillige
Werte.)

0.2

)
QZBI

= Var(b) = QLQ Z(xl —7)%0?% =

geschitzt durch Qs—; mit n — 2 FG’n. Somit ist mit dem wahren 8—Wert 8 = E(b):

b= _ b—B
Var(b) §/VQux

t:= t(n —2)
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= Grenzen 3, fiir ein (1 — o) —Konfidenzintervall fiir 3:
s
t—Tests fiir Hy : 8 = Bo (Bo: vorgegebener behaupteter Wert) gegen H™ : 3 > By oder H~ : 3 < 3 oder

Bz =b¥t(Fin—2)

Hy: B # Bo:
Mit der unter Hy t—verteilten Priifgrofie t = S/Z’JBL hat man die Entscheidungsregeln fiir diese t—Tests zum
Niveau a:

H{, wennt>t(a;n—2)
Hj abgelehnt zugunsten von{ H; , wenn ¢ < —t(a; n —2)
Hy , wemn [t| >t(%$;n—2).

(2) Konfidenzintervall und Tests fiir den Achsenabschnitt a:

2 2
Var(a) = Var(Y — bZ) = Var(Y) 4 72 Var(b) = 7 4 EQU—,
n Q.ﬁﬂx
geschétzt durch
~tn—2).

9 (1 z2 a—
S *‘i’i = tziﬂ

Grenzen «y /; fiir 95 %—Konfidenzintervall fiir a:

1 72
£(0,025; n — 2)sy/ — )
a Ft(0,025; n )S\/n+Qw

Entsprechend kann man Hypothesen Hy : a = g gegen ein- oder zweiseitige Alternativhypothesen a > ag, a #
o mit dem t—Test und der Priifgroie

a — Qg
t:

52
T %

3=

S

testen.

(3) Vergleich der Steigung zweier unabhéingiger Regressionsgeraden:

Aus zwei unabhingigen Stichproben mit n; bzw. no Wertepaaren (z;, ;) fiir die gleichen Merkmale X, Y unter
evtl. modifizierten (Versuchs)bedingungen liegen zwei geschiitzte Regressionsgeraden §1 = a1+b1 ¢, J2 = ag+box
vor mit den Reststreuungsquadraten s? mit n; — 2 FG'n bzw. s3 mit ny — 2 FG'n. Die gepoolte Reststreuung

o \/(m —2)s2 + (ng — 2)s3

n1—2—|—n2—2

hat dann v = ny; +ny — 4 FG’e. Zu testen ist:
Hy: (2 = 1 gegen H1+ : 2 > [ oder gegen H; : [y < (1 oder gegen Hy : (B2 # (1
Mit der unter Hy t(v)—verteilten Priifgrofle
b by — by B by — by
\/Var(bQ - bl) S\/Qizl + Qzlﬂ

hat man die iiblichen Einscheidungsregeln fiir t—Tests zum Niveau a mit v = n; +ngs — 4 FG'n.

VIII

VIIIEalls wegen stark unterschiedlicher Reststreuungen nicht gepoolt werden soll, kann fiir
ba — b1

1 1
S\/ Qual + Qua2

der FG nach Welch (vgl. 3.2.4) verwendet werden.

t =
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(4) Prognoseintervall

Prognoseintervall fiir einen kiinftigen Wert Y* an der Stelle z*, der unter den gleichen kontrollierten Bedingungen
entsteht wie die Stichprobendaten (24, Y;), i =1, ..., n aus denen eine geschiitzte Regressiongerade §j = a+bx =
Y + b(x — T) vorliegt:

Var(Y* — §*) = Var(Y* =Y —b(a* = T)) = 0> + — + (2" = T)>——

geschétzt durch

2 1 (@ —7m)?
’ (”n+ Qr )

mit der Reststreuung s der vorliegenden Regressionsgeraden mit n — 2 FG’n.
= (1 — a)—Prognoseintervall fiir Y* an der Stelle z* hat die Grenzen:

— . a 1 (x*—7)2
Y + bz —at)?t(g, n—2)s\/1+n+Qm.

Ein Prognoseintervall ist fiir den kiinftigen Wert einer Zufallsgréfle konstruiert, ein Konfidenzintervall hingegen
fiir den unbekannten Wert eines Parameters, also einer nicht zufallsabhéngigen Zahl!

ZEICHNUNG!

Zahlenbeispiel:
x = Entfernung [km]|, Y = Lieferzeit [h], n = 10

z; | 215 325 480 550 670 825 920 1070 1215 1350
vi | 30 45 625 725 875 105 120 13,75 155 18,0

Geschétzte Regressiongerade: § = a + bx mit a = 0,153310, b = 0,0128565

762 52 = 144206,6 Que = 952 = 1297860 Qr = 0,450632
9,95 s, = 23,8861 Qyy = 9s, = 214,975 s=0,237337 mit n —2=8 FG'n

~l sl
Il

t(0,025; 8) = 2,306

95%—Prognoseintervall fiir Y* an der Stelle * = 600 km:

1 (2*—7)2
bx* Ft(0,025; 8 1+ —=4+—=
a+bx™ Ft(0,025; )8\/+10+ O

=7,867239 F 2,306 - 0,237337 - 1,058405 = (7, 288; 8,4465)

also ungefihr (7h 17 min; 8h 27 min).

— -,

Bei einem bzgl. der Parameter § = (061, B2, ..., B4) nicht linearen Regressionsmodell Y; = f(z;; §) + Z; fithrt
die Methode der kleinsten Quadrate, also die Minimierung der ,, Abweichungsquadratsumme*

Q(B) =D (Vi — fla:; §))?

=1

bzgl. ﬁ auf das nicht lineare Gleichungssystem 3—3 =0, 7=1, ..., ¢ mit den ,Kleinst-Quadrate-Schétzern* Bj
J

als Losungen (falls eindeutig). In manchen Féllen ist es moglich, eine Schitzung einfacher durch Linearisierung
- d.h. Riickfiihrung auf lineare Regression - zu bestimmen.
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Beispiel:

fla; a, §) = ae’™.
Es soll eine Exponentialkurve §j = ae”® an die Stichprobendaten (z;, Y;), ¢ = 1, ..., n angepafit werden. Statt-
dessen wird eine Regressiongerade §* = a* + bx = In(a) + bz an die transformierten Daten (z;, Y;* := In(Y;))
angepafit. Mit der Riicktransformation a = e® erhilt man Schitzer (a, b) fiir (a, 3). Man beachte, dass die-
se Schiitzer nicht exakt mit den Schitzern (&; 3) iibereinstimmen, die mit der direkten Methode der kleinsten
Quadrate gewonnen wiirden, also durch Loésen der Gleichungen g—g =0, g—g = 0 mit

bx

n

Qla, /) =Y (Vi —ae’)"

i=1

Die Linearisierungsmethode sollte besser nur bei kleinen Abweichungen von der Regressionslinie angewandt wer-
den!

Falls die Varianzen o? der Reste Z; nicht identisch sind, sondern von der Form o2 = o2 v; mit bekannten v; (z.B.

v; = y; oder v; = y?), wird die gewichtete Abweichungsquadratsumme

=,

> (¥ S )

minimiert.

Im Fall des allgemeinen linearen Regressionsmodells erhélt man mit der Schitzung b= (bo, ..., bg) die ,Rest-
quadratsumme® Qp := |ff — X b|? und hieraus den Schiitzer

2 Qr

§° = —
n—1—gq

mit n—1—¢ FG'n fiir die unbekannte Restvarianz 2. Die Schiitzer b sind asymptotisch N, (5, a2(X' X)_1> —
verteilt mit der Kovarianzmatrix (Kov(b;, b;)) = 0?(X’ X)~!. Deren Schétzung s?(X’ X)~! ist in Programmen

fiir Kleinst-Quadrate Schiitzung (engl.: least square estimate) meist verfiighar. Insbesondere ist dann Var(bj) =

52 v;; mit dem j—ten Diagonalelement vj; von V = (v;;) := (X’ X)~!. Damit erhélt man in der iiblichen Weise

ein (1 — o)—Konfidenzintervall fiir 5; mit den Grenzen
o

bj$t(2 n—l—q)s Vj;

7.B. ist mit
w1 1 1
X1 T2 ... Ip

bei einer Regressionsgeraden:

—1
/-1 n Xz _ 1 Y2 X
(X X) - < Y, Z.’L‘% ) B an? — (in)Q < —Xz; n
und damit tatséchlich - wie bereits vorher schon verwendet -

2 2
9 n o o

? nYz? — (Sz;)? - Ya? — nz? " Qua’

Var(by) = Var(b) =

3.4 Chi-Quadrat-Tests zur Analyse von Haufigkeiten

3.4.1 Goodness of fit - Test™ fiir unbekannte Wahrscheinlichkeitswerte

Es liege eine Stichprobe vom Umfang n vor mit den H&ufigkeiten N; fiir die Ausprigungen x; eines diskreten
Merkmals X mit ¢ moglichen Werten x;. Die Werte der Wahrscheinlichkeiten p; = P{X = z;} sind unbekannt.

IX goodness of fit“: ,, Giite der Anpassung®, némlich des Modells an die Daten.
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Es ist 23:1 p; =1 und 23‘:1 N; =n, E(N;) =np;.
Zu testen ist eine Nullhypothese {iber die Werte p;:
Hy:pj =poj, J=1,..., qmit vorgegebenen Werten py;.

gegen
Hj : nicht alle p; = po;.

z.B. Hy: X hat eine diskrete Gleichverteilung, d.h. alle p; sind identisch, also pg; = % fiir alle j.

Gemaf3 Abschnitt 2.3 ist

4q 2
_ N'*?’L .
X2' Z( J pOJ)

= unter Hy asymptotisch x2(¢ — 1) — verteilt!
nPoj

j=1

Unter H; hat %2 eine Tendenz zu groferen Werten. Genauer:
%2 hat dann eine sogenannte nicht zentrale y?—Verteilung, die aufiler von r vom Nichtzentralititsparameter

2
oni=ndll (p’;%j) abhiingt.
]

Mit den oberen Schranken x2?(1 — «; ¢ — 1) der x2(q — 1)—Verteilung hat man die Entscheidungsregel zum
asymptotischen Niveau «:

Hy wird abgelehnt, wenn x2 > x*(1 — o; ¢ — 1).

¥?2 lisst sich durch Ausquadrieren umformen zu

O 1zq:N12 qzq:NQ falls all !
X =1- — | —mn, == | —n, falls alle po; = —
n — DPoj n — J J q
Jj= j=
Beispiel:
X := Bahnnummer des Siegerpferdes bei Pferderennen mit ¢ = 8 Bahnen. Es sollte eigentlich gelten:

p; = P{X =j} =&, j =1,..., 8 Diese Nullhypothese Hy (also gleiche Siegeschancen fiir jede Bahnnum-
mer) wurde anhand einer Zufallsstichprobe mit den Ergebnissen von n = 144 Pferderennen getestet:
BahnNr.j |1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl Siege ‘ 29 19 18 25 17 10 15 11

Niveau o = 0,05, x2(0,095; 7) = 14,07
X2 = %(292 +19% +...11%) — 144 = 16,33 > 14,07
=  Hp wird auf dem 5%-Niveau abgelehnt!

3.4.2 Allgemeiner Goodness of fit - Test fiir Wahrscheinlichkeiten mit unbekannten
Parameterwerten

Wie vorher liegen Stichprobenhéufigkeiten IV;, j = 1, ..., ¢ vor mit Z?=1 N; = n =Stichprobenumfang. Oft

will man eine Modellvorstellung iiber die zu erwartenden Haufigkeiten E(N;) = np;(¢) priifen, wobei die Wahr-

scheinlichkeiten p; gegebene Funktionen gewisser Parameter (01, ..., ) = J sind, deren Werte aber unbekannt
sind.

Ein einfaches Beispiel:
Modellvorstellung: Das Merkmal X hat eine Poissonverteilung. (= Nullhypothese)
In einer Sticchprobe mit n Realisierungen von X werden die Haufigkeiten N; des Ereignisses {X = z; = j}
gezéhlt, 7 = 0, ..., g — 1. Da grofle Werte fiir j selten oder gar nicht auftreten, wird fiir geeignetes ¢ statt
{X = ¢} das Ereignis {X > ¢} mit der Haufikgkeit N, betrachtet. Bei Giiltigkeit einer Poissonverteilung mit
dem unbekannten Erwartungswert p = E(X) wiirde fiir die zu erwartenden Haufigkeiten gelten:
Sl
E(N;)=npj=n-e Mﬁ fir j <gq
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und

Zl—zp]

J<q
Hier ist also J = ¢ = o ein unbekannter Parameter, von dem die Wahrscheinlichkeiten p; = p;(u) abhéngen.

Im allgemeinen Fall (jetzt wieder j =1, ..., ¢) gewinnt man aus den multinominal verteilten Stichprobenhéufig-
keiten Ny, ..., N, durch Maximierung ihrer Likelihood-Funktion

a
H(pj (9))Ns oder besser der Log-Likelihood-Funktion Z N; In(p;( 7))
j=1

J

bzgl. J den Likelihood-Schiitzer ¥ und hieraus die Likelihoodschiitzer p; := p; (V) fiir die p;.
Wenn die Nullhypothese Hy - d.h. die Modellannahme iiber die p; - zutrifft, dann ist

q 2
Nj

:Z ”py _ %Z
=

j=1 -1 Pi

—n  asymptotisch x?(q — 1 — k)—verteilt!

Man beachte die Anzahl der Freiheitsgrade = ¢ — 1—Anzahl geschétzter Parameter!
Vorsicht: Dieser wichtige Satz gilt im Allgemeinen nicht, wenn die p; auf eine andere Weise geschétzt werden.

Im folgenden wichtigen Beispiel konnen die Likelihood-Schétzer praktisch ohne Rechnung erhalten werden:

3.4.3 Der \?—Test auf Unabhingigkeit zweier diskreter Merkmale

Gegeben sind zwei diskrete Merkmale X mit den moglichen Ausprigungen zi, ..., 2, und Y mit den Aus-
prigungen yi, ..., ys. In einer Zufallsstichprobe mit n Realisierungen (Beobachtungen) (z, y) von (X, Y) sei
N;; die Haufigkeit fiir das Ereignis A; N B; = {X = z;,Y = y;}. Diese Haufigkeiten lassen sich in einer
r X s—Mehrfeldertafel zusammenfassen (auch Kontingenztafel genannt).

Y1 ... Ys %
I N11 le NL
Ly er Nrs Nr.
| N1 ... Ng n
Ni, ..., Ngund Ny, ..., N, zufillig.

Es soll die Nullhypothese der Unabhéngigkeit von X und Y anhand der Stichprobenhdufigkeiten N;; getestet
werden.

Mit den unbekannten Wahrscheinlichkeiten p;; := P{X = z;, Y = y;} und den Marginalwahrscheinlichkeiten
pi. = P{X = ;} und p; = P{Y = y;} ist die Nullhypothese dquivalent zu Hy : fiir alle p;; gilt: p;; = p; p ;.
Die Alternativhypothese H; ist die Negation von Hy. Unter Hy sind die Wahrscheinlichkeiten p;; Funktionen der
r—1+5—1 voneinander unabhéngigen Parameter p; , i < r und p ;, j < s. Man beachte, dass p,, =1— Zl 1 Di.

undp, =1-— ijl D.j-

Unter Hy stimmen die Liklihoodschétzer p;., p; mit den plausiblen Schitzwerten p; = %, D= % iuberein.
Damit hat man unter Hy die Schétzer np;; = np; p; = %Ni_ N; = % und die Priifgrofie (= Teststatistik)

NQ_ZZ ”—npw "ZZ( - N) _

=1 j=1 =1 j=1

>
\

HZZN -] —n mitrs—1-(r—-1)—(s—1)=(-1)(s—1) FGn

i=1 j=1
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= Entscheidungsregel fiir den x?—Test auf Unabhiingigkeit zum asymptotischen Niveau a:
Hy wird abgelehnt, wenn ¥2 > x*(1 — o; (r — 1)(s — 1)).

Bemerkung: Die Approximation durch die x?—Verteilung ist brauchbar, wenn alle Ni; >5

Beispiel:

X := Tatigkeitskategorie mit den Auspriagungen z; = ,,Beamter”, xo = ,, Angestellter®, x3 = ,,Selbststandiger*,
Y := Zufriedenheit von Informatikern mit ihrem Arbeitsplatz mit den Ausprigungen y; = ,,weniger zufrieden,
yo = ,,zufrieden, y3 = ,sehr zufrieden*

Zufallsstichprobe:

Y1 Y2 Y3 | X
T 42 50 34 | 126
To | T4 95 35| 204
vs | 16 20 24| 60
> | 132 165 93 | 390

a=0,01, x2(0,99; 4) = 13,28
X2 = 14,4159 > 13,28

= Der Test ist signifikant auf dem 1%—Niveau. Mit mindestens 99%—iger Sicherheit sind die Merkmale X und
Y nicht unabhéngig!

Fiir Zeilenanzahl » = 2 oder Spaltenanzahl s = 2 rechnerisch bequeme Umformungen von ¥?:

2 T A2 2
P Ni) N3 — ,
Falls s=2: x°= NN, <<;_1 Nz;> - ) mit r — 1 FG'n.

2 s N2 N2
= . 72— n i — 71 ] _ ’
Fallsr=2: x°= N N, ((ll N.j) - > mit s — 1 FG'n.

Fiir eine Vierfeldertafel, also r = s = 2 gibt weitere Vereinfachung die in 3.2.6 auf Seite 64 angegebene Formel
fiir ¥? zum Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten.

Rechnerisch in gleicher Weise wie der x2—Test fiir Unabhéingigkeit kann der x?—Homogenititstest zum Vergleich

r unabhingiger Stichproben mit M (n;; pi1, ..., pis)—verteilten Haufigkeiten Njq, ..., N;s durchgefithrt werden.
Es ist n; = Z;zl N;; der Umfang der i—ten Stichprobe und E(N;;) =n;pij, ¢ =1, ... 7.
Stichprobe Nr.: | 1 ... y; ... ys | X
1
1 e Nij . n;
r

n; : feste vorgebene Sichprobenumfénge, NV ; zufillig

Zu testen ist die Nullhypothese (Homogenitdtshypothese)
Hy : Fiir alle Ausprégungen y; von Y gilt: pi; = pa; = ... = pr; gegen die Negation H; von Hy

Priiferofe ist wieder die unter Hy asymptotisch x2((r — 1)(s — 1))—verteilte Teststatistik

T s NE]

X’ =n ZZT—NJ— —n.

i=1j=1
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3.5 Nichtparametrische Verfahren - Rangtests

3.5.1 Rangtests

Die bisherigen Testverfahren und insbesondere ihre Irrtumswahrscheinlichkeiten waren nur mathematisch exakt
unter Annahme bestimmter - noch von unbekannten Parameterwerten abhéingigen - Verteilungen fiir die Merkma-
le (ZufallsgréBen) in den Stichproben, z. B.: X ist N(u; 0%)—verteilt mit unbekannten Werten p und o. Realistisch
ist aber, dass die Verteilung eines Stichprobenmerkmals X meist v6llig unbekannt ist und ein bestimmter Ver-
teilungstyp wie z.B. Normal- oder Exponentialverteilung nur eine Naherung darstellt. Demgegeniiber gelten die
sogenannten nichtparametrischen (oder ,, verteilungsfreien®) Testverfahren der Statistik fiir beliebige - meist nur
als stetig vorausgesetzte - Verteilungsfunktionen der Stichprobenwerte, so dass man iiber deren Verteilung nichts
wissen muss. Eine sehr grofle Klasse nichtparametrischer Tests sind die sogenannten Rangtests. Bei diesen werden
nicht die Originalwerte der Stichproben analysiert, sondern nur deren Rangwerte, was einen leichten Informati-
onsverlust zur Folge hat.

Definition:
Ist Y7,..., Y, eine Zufallsstichprobe mit n verschiedenen Werten einer Zufallsgréfie Y, so ist der Rang von Y;
definiert durch

R; = Rg(Y;) := Anzahl der Stichprobenwerte Y; < Y;.

Der kleinste Stichprobenwert erhilt also den Rang 1 und der grofite den Rang n. Falls in der Stichprobe mehrere
identische Werte vorkommen (sogenannte Bindungen, engl: ties), werden mittlere Ringe (midranks) vergeben:

Beispiel:
Stichprobe | 4,7 54 54 6,1
Rénge | 1 2,5 25 4

also 2,5 als Mittelwert der Rénge 2 und 3.

Man beachte, dass bei stetigen Verteilungen Bindungen nur durch die beschrinkte Meflgenauigkeit reeller Merk-
malswerte auftreten kénnen. Da in einer Zufallsstichprobe alle Werte Y; aus der gleichen Verteilung stammen,
haben alle R; eine diskrete Gleichverteilung auf ihrem Wertebereich {1, 2 ..., n}, dh. P{R; = r} = % fiir
r =1, ..., n. Folglich ist der Erwartungswert

1 Inn+1 n—+1
E(Ri):—Zr:ﬁ (2 ) _ o

- n 2 n 2 n2—
o? ::Var(Ri):E(R?)—(E(Ri))%:LZF—( ‘2”> :é(2n+1)(n+1)—< —;1) = 121.

Die Kovarianz o;; = Kov(R;, Rj) = po? ergibt sich wegen > " | R; = % aus Var (D" | R;)) = 0=no? +
n(n —1)po? leicht als
o? n+1

TiT TR 1T T 12

1
Korr(R;, Rj) =p = -7

Beispiel fiir einen Rangtest:

3.5.2 Wilcoxon-Zwei-Stichproben-Rangtest zum Vergleich zweier unabhangiger
Stichproben

(auch: Mann-Whitney-Test)
Es handelt sich also um ein nichtparametrisches ,, Gegenstiick® zum t—Test fiir zwei unabhéngige Stichproben.
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Gegeben sind zwel unabhéingige Stichproben . = {X11, ..., X1, } und % = {Xo1, ..., Xa,,} des stetig
verteilten Merkmals X, die unter verschiedenen Bedingungen B; und Bs gewonnen werden. Es soll getestet wer-
den, ob sich die Verteilung von X unter By gegeniiber der Verteilung unter B; um einen Wert ¢ verschoben hat.
Ist Fy(z) die Verteilungsfunktion (VF) von X unter By, so ist Fy(z) = Fi(x — 9).

Zu testen ist also Hp : ,0 = 0“. gegen H;" : ,6 > 0“ oder zweiseitig gegen H; : ,d # 0“. Bilde hierzu
die Gesamtstichprobe {Y7, ..., Y, } aus den insgesamt n = nj + ny Einzelwerten und bestimme deren Rénge
Ry = Rg(Yy) k=1, ..., n. Als Priifgrofle kann man die Summe S5 := 3y ,, Ry verwenden, also die Summe
der Rénge derjenigen Y —Werte, die aus der zweiten Stichprobe stammen oder auch die entsprechende Summe S;.

Beispiel:

Y —Werte: N
Rénge: 1

N e
we
=~ e
o4
e
-3+
co e
o+
—
e}
—
—
—_
[\

So=5+7+9+10+11+12 = 54.

Offenbar sprechen auffallend groie Werte von Sy (oder dquivalent hierzu: auffallend kleine Werte von Sy) fiir die
Alternative H;.

Unter Hy hat S; den Erwartungswert nl-"TH, 1 =1, 2, und man kann statt S; auch die zentrierten Priifgrofien
n+1
T;:=Si—ny >

verwenden, die unter Hy symmetrisch um 0 verteilt sind. Wegen S; + S5 = n”TH gilt stets: T3 + 15 = 0. Die
exakte (diskrete) Verteilung von T := T, hingt nur von n; und nsy ab. Sie ist in Programmen verfiigbar und
a—Schranken w(a; nq, ng) sind tabelliert. Damit hat man folgende Entscheidungsregeln fiir obige Tests zum
Neveau a:

H (6 >0), wenn Ty > w(a; ni, na)

Hy abgelehnt zugunsten VOH{ Hy (5£0), wenn |Th| > w (%7 . nz) .

Fiir n > 30 und min(nq, ng) > 10 ist die standardisierte Priifgrofie

_ n+1
T2 N SQ U] 5

T = =
VVar(L) \/m na "5t

X unter Hy ~ N(0; 1)—verteilt.

T* ist asymptotisch normalverteilt. Dann folgt mit den Schranken z, der N(0; 1)—Verteilung:

Hfr, wenn 1% > z,
Hy , wenn [T*] > z4)5.

Hj abgelehnt zugunsten von {
Zahlenbeispiel: n; = ny = 20, n =ny + ngy = 40, Sy =478, o = 0,05:
478 — 204

41
\/20-20- 4

=  Der Wilcoxon-Test ist signifikant auf dem 5%—Niveau, also Entscheidung fiir eine Verschiebung der Vertei-
lung von X unter ,Bedingung B> um einen Wert ¢ > 0.

T = =1,8394 > 20,05 = 1,645

Der Mann-Whitney-Test sieht nur formal anders aus, ist aber &dquivalent zum Wilcoxon Zwei-Stichproben-
Rangtest.

Hinweis: Zum Vergleich verbundener Sichproben dient der Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest. Hierbei geht man wie

beim entsprechenden t—Test wieder zur Stichprobe der Differenzen D,, ..., D, iiber, wobei etwaige Nullen
bereits weggelassen seien. Man bildet die Ringe R; = Rg(|D;|), i =1, ..., n und die Priifgrofie
= . 1, D, >0
S+.—§VZ—Rim1tVi—{ 0. D <0 }

XBei Bindungen ist die Formel fiir Var(T») zu korrigieren, was in Programmen beriicksichtigt wird.
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oder die unter Hy : ,,06 = E(D) = 0% zentrierte Priifgrofie Ty = Sy — %, fiir deren Verteilung unter Hy
wieder entsprechend nur von o und n abhingige Schrankenwerte c(a; n) verfiigbar sind. X!

3.5.3 Grenzwertsitze von Kolmogoroff und Smirnow

Weitere nichtparametrische Verfahren ergeben sich aus den Grenzwertsétzen von Kolmogoroff und Smirnow iiber
die empirischen Verteilungsfunktionen von Stichproben:

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe X7, ..., X,, eines Merkmals X mit einer stetigen (unbekannten) Verteilungs-
funktion F'. Die empirische VF. der Stichprobe: F,(z) := relative Héufigkeit der Stichprobenwerte < z, ist eine
zufallsabhéngige Funktion von x, die alle Informationen der Stichprobe enthélt und die fiir wachsende n gegen
die VF F(n) strebt. Genauer gilt der Fundamentalsatz fiir empirische Verteilungsfunktionen von Gliwenko:

P{ lim sup|F,(z) — F(z)| = o} =1

n—oo zER

Es liegt also mit Sicherheit gleichméflige Konvergenz von F), gegen F' vor. Die Frage nach der Geschwindigkeit
dieser Konvergenz wird durch die folgenden Sétze iiber die Grenzverteilungen der Zufallsgréfen

D, :=sup|F,(z) — F(z)] und D :=sup(F,(z) - F(x))
rzeR zeR

beantwortet:

Satz von Kolmogoroff:
Fiir jede stetige VF. F(x) gilt:

P _1\ka—2k%y?

Die durch die VF K (y) gegebene Grenzverteilung ist die Kolmogoroff-Verteilung.

Satz von Smirnow:
Fiir jede stetige VF. F(z) gilt:

o2
iz {3 1)

Von Interesse ist ferner der Vergleich zweier unabhéingiger Stichproben anhand ihrer empirischen VF'n F,,(x)
und G, (), die fiir wachsende Stichprobenumfinge m, n gegen stetige VF'n F bzw. G streben.
Es sei

+ _

(Das Maximum wird an einem der Stichprobenwerte angenommen.)

Weitere Grenzwertsitze von Smirnow:
Fiir stetige VF'n G = F gilt:

lim p{ MDmngy}:{(f(y)’ y>0}

m, n—oo m-+n , y<0
m-n j— _2y2
lim P D o<yb={ 1=e, y>0
m,n—oo m+n 0 , y<0
XI
i} T, .
Ty == unter Hp asymptotisch ~ N(0; 1).

/n(n+1)(2n+1)
24
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Man beachte, dass in diesen vier Grenzwertséitzen die Grenzverteilung nicht von der speziellen VF. F'(x) abhéngt.
Dies gilt auch fiir die exakten Verteilungen von D,,, D, D,,, und D}, . die nur von n bzw. m und n abhingen
und die in Programmen oder Tabellen verfiighar sind. Fiir Strichprobenumfinge n > 40 (m > 40) kann bereits
die Grenzverteilung mit guter Naherung verwendet werden.

3.5.4 Anwendungsbeispiele

1. Goodness of Fit - Test fiir eine vorgegebene spezielle VF Fy(z):

Zu testen ist anhand einer Zufallsstichprobe vom Umfang n aus einer Verteilung mit unbekannter stetiger VF
F(x):

Hy: F(x) = Fy(zx) fiir alle z € R gegen die Negation H; von Hy.
Berechne hierzu D,, = sup,cp |Fn(z) — Fo(x)|, und vergleiche D,, mit der oberen a—Schranke der Verteilung
von D,, unter Hy. Zu grofie Werte von D,, fithren zur Ablehnung von Hy. Fiir n > 40 hat man mit den
(1 — a)—Quantilen k;_, der Kolmogoroff-Verteilung die Entscheidungsregel zum Niveau a:

Hy wird abgelehnt, wenn /n - D, > ki_q.

2. Anwendung auf die Genauigkeit der Naherung an eine mathematisch schwer oder gar nicht berechenbare stetige
Verteilungsfunktion mittels Simulation:

Oft ist die Zufallsgrofle X, deren VF. F' gebraucht wird, selbst eine Funktion mehrerer evtl. sogar abhingiger
Zufallsgréflen Y7, Ya, ..., so dass eine mathematische Berechnung von F' (zumindest praktlsch) nicht moghch ist.
Ein Beispiel ist z.B. die VF F der multivariaten Spannweite X = X}, ¢ := maxi<j< <k |Z -7 |, wobei Zis oo 2y
unabhingige Ng(ji; ¥)—verteilte Zufallspunkte in R? sind. Auch fiir unabhéngige N (0; 1)—verteilte Koordinaten
- also i = 0 und ¥ = d x d—Einheitsmatrix - ist F'(x) nicht exakt berechenbar. Man kann aber durch Simulation
im Rechner normalverteilte Pseudozufallsgrofien erzeugen und damit auch in einer Schleife n Realisierungen von
X erzeugen. Fiir ein ,, Wertegitter mit Werten z; wird dabei die Haufigkeit der X —Werte < z;, i = 1, 2, ...
gezihlt, also die empirische VF. F,,(z) an den (hinreichend dicht liegenden) Stellen x; ermittelt. Wie grof§ muss
n gewithlt werden, damit D,, = sup, |F},(z) — F(x)| mit mindestens 99%—iger Sicherheit < 10~% ausfiillt? Dies
wére eine Mindestanforderung an eine Wertetabelle mit den Werten F, (x;) statt F'(z;). (Zur Simulation von
N(0; 1)—GroBen siehe Kapitel 3.5.6 auf Seite 79.)

Es soll also gelten:

P{D,, <107*} >0,99.
Andererseits ist:
P{\/nD,, <kgg9} =0,99.

Mit dem tabellierten Wert kg g9 = 1,63 findet man daher k“—\/%g < 107%, also n > (10* - 1,63)% = 2,6569 - 103,

3. Vergleich zweier unbekannter stetiger Verteilungsfunktionen F' und G anhand zweier unabhéngiger Stichproben
aus diesen Verteilungen vom Umfang m bzw. n mit den empirischen VF’n. F,, und G,:

Zu testen: Hy : G = F gegen die Negation Hy : G # F.

Hierzu ist die Priifgrofie D,,, mit der oberen a—Schranke (= (1 — a)—Quantil) ihrer Verteilung unter Hy zu ver-
gleichen. Uberschreitungen dieser tabellierten Schranken fithren zur Ablehnung von Hy. Fiir grofere Stichproben
erhélt man wieder mit den Schranken k;_, die Entscheidungsregel zum asymptotischen Niveau a:

n
Dmn > k/’lfow

Hy wird abgelehnt, falls >
m-+n

Fiir den Test gegen eine einseitige Alternative wird eine allgemeinere Alternative als die ,, Verschiebungsalterna-
tive“ beim Wilcoxon-Test betrachtet.
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Th. Royen 3.5 Nichtparametrische Verfahren - Rangtests

Definition:
Sind F und G die VF’n. der Zufallsgrofen X und Y , so heiit Y stochastisch grofer als X, wenn G(z) < F(z)

P
fiir alle z € R und G(x) < F(z) dabei vorkommt. (kurz: ¥ > X) Es gilt also fiir alle € R:

P{Y > 2} > P{X >} mit > fiir gewisse z—Werte.

P
Zu testen ist Hy: G = F gegen H;" : Y > X. Entscheidungsregel mit den (1 — a)—Quantilen y; _,, = %ln(é)

der VF. 1— e~ zum asymptotischen Niveau a:

Hy abgelehnt zugunsten H", falls MD;LM > Yi—a-
m+n

3.5.5 Test auf Normalverteilung nach Lilliefors

Oft geht es beim Goodness of fit - Test nicht um eine einzelne vollsténdig bestimmte VF. Fy(z) sondern um den
Typ der Verteilung, z.B. die Nullhypothese
Hy: Das Merkmal X hat eine N (y; 02)—Verteilung mit unbekannten p und o,
d.h. irgendeine VF. der Form F(z) = ®(*£).

Setzt man hier aus einer vorliegenden Stichprobe x1, ..., x, fiir X die iiblichen Schitzwerte T und s fiir u und
o ein, so gilt fiir

D,, :=sup
z€R

T —T

S

Fn(x)—<I>< )’ und n — oo

nicht mehr die kolmogoroff’sche Grenzverteilung! Lilliefors hat fiir die Verteilung von D, in Abhéngigkeit von
a und n (1 — o)—Quantile approximiert und tabelliert und auch (1 — a)—Quantile l;_,, fiir die Grenzverteilung
von \/ﬁDn fiir n — oo, die bereits fiir n > 35 verwendet werden konnen. Mit diesen Schranken [;_, erhélt man
die Entscheidungsregel zum asymptotischen Niveau a:

Hy wird abgelehnt, wenn VD, > li_q.

o  [005 001
li_o | 0,886 1,031
o 1005 001 0,001
ki | 1,36 1,63 1,95

(1 — a)—Quantile nach Lilliefors:

(1 — a)—Quantile der Kolmogoroff-Verteilung:

Hinweis:

Hé&lt man als Maf fir den Abstand zwischen F,, und F' nicht das Supremum von |F,(z) — F(z)| sondern das
,mittlere Abstandsquadrat, so erhélt man noch empfindlichere Tests (d.h. mit hoherer Power) vom ,,Cramer-v.
Mises-Typ“. Eine typische Testgrofle dieser Art ist

oo

w? = / (Fo(x) — F(x))*dF(z).

— 00

Die Grenzverteilung von nw? fiir n — oo unter Hy (d.h. falls F,, — F) ist bekannt und damit auch die ent-
sprechenden (1 — a)—Quantile dieser Grenzverteilung, die fiir asymptotische Tests von Hy verwendet werden
konnen.

3.5.6 Zur Simulation von N(0; 1)—ZufallsgréBen
Viele Computerprogramme kénnen R(0; 1)—verteilte Pseudozufallszahlen U generieren.
U~R0;1) = Z:=31U)~N(0;1).

Leider ist die Rechenzeit fiir die Umkehrfunktion ®~! der N(0; 1)—VF. ® bei umfangreichen Simulationen viel
zu lang. Auf folgende Art lassen sich aus Paaren (U;, Us) unabhéngiger R(0; 1)—GroBen rasch Paare (Z7, Z3)
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3 Statistische Methoden Th. Royen

unabhiingiger N(0; 1)—Grofien gewinnen:

R? := Z}+ Z3 hat eine x?(2)—Verteilung, deren Dichte mit der Exponentialdichte f(z) = 2e~2/2 iibereinstimms.
Nach dem der R(0; 1)—Verteilung folgenden Beispiel in Kapitel 2.1.4 auf Seite 35 ist dann /—21n(U;) verteilt
wie R. Die Polarkoordinaten (R, ®) des zufélligen Punkts mit den kartesischen Koordinaten (Z;, Z2) hat man
dann mit dem in (0; 27) gleichverteilten Winkel ® = 27 U,. Somit erhélt man mit R := y/—2In(U;) und ®:

Z1=Rcos®, Zo =R sind
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A Anhang

A.1 Tabelle der Standardnormalverteilung

0) #(=2) D(z)
0,50399 | 0,49601 | 0,00798
0,50798 | 0,49202 | 0,01596
0,51197 | 0,48803 | 0,02394
0,51595 | 0,48405 | 0,03190
0,51994 | 0,48006 | 0,03988
0,52392 | 0,47608 | 0,04784
0,52790 | 0,47210 | 0,05580
0,53188 | 0,46812 | 0,06376
0,53586 | 0,46414 | 0,07172
0,53983 | 0,46017 | 0,07966
0,54380 | 0,45620 | 0,08760
0,54776 | 0,45224 | 0,00552
0,55172 | 0,44828 | 0,10344
0,55567 | 0,44433 | 0,11134
0,55962 | 0,44038 | 0,11924
0,56356 | 0,43644 | 0,12712
0,56749 | 0,43251 | 0, 13498
0,57142 | 0,42858 | 0,14284
0,57535 | 0,42465 | 0,15070
0,57926 | 0,42074 | 0,15852
0,58317 | 0,41683 | 0, 16634
0,58706 | 0,41294 | 0,17412
0,59095 | 0,40905 | 0,18190
0,59483 | 0,40517 | 0, 18966
0,59871 | 0,40129 | 0,19742
0,60257 | 0,39743 | 0,20514
0,60642 | 0,39358 | 0,21284
0,61026 | 0,38974 | 0,22052
0,61409 | 0,38591 | 0,22818

#(2) o(=2) D(z)
0,69497 | 0,30503 | 0, 38994
0,69847 | 0,30153 | 0,39694
0,70194 | 0,29806 | 0,40388
0,70540 | 0,29460 | 0,41080
0,70884 | 0,29116 | 0,41768
0,71226 | 0,28774 | 0,42452
0,71566 | 0,28434 | 0,43132
0,71904 | 0,28096 | 0, 43808
0,72240 | 0,27760 | 0,44480
0,72575 | 0,27425 | 0,45150
0,72907 | 0,27093 | 0,45814
0,73237 | 0,26763 | 0,46474
0,73565 | 0,26435 | 0,47130
0,73891 | 0,26109 | 0,47782
0,74215 | 0,25785 | 0, 48430
0,74537 | 0,25463 | 0,49074
0,74857 | 0,25143 | 0,49714
0,75175 | 0,24825 | 0,50350
0,75490 | 0,24510 | 0,50980
0,75804 | 0,24196 | 0,51608
0,76115 | 0,23885 | 0,52230
0,76424 | 0,23576 | 0,52848
0,76730 | 0,23270 | 0,53460
0,77035 | 0,22965 | 0,54070
0,77337 | 0,22663 | 0,54674
0,77637 | 0,22363 | 0,55274
0,77935 | 0,22065 | 0,55870
0,78230 | 0,21770 | 0,56460
0,78524 | 0,21476 | 0,57048

#(2) P(=2) D(z)
0,84375 | 0,15625 | 0, 68750
0,84614 | 0,15386 | 0,69228
0,84849 | 0,15151 | 0,69698
0,85083 | 0,14917 | 0,70166
0,85314 | 0,14686 | 0,70628
0,85543 | 0,14457 | 0,71086
0,85769 | 0,14231 | 0,71538
0,85993 | 0,14007 | 0, 71986
0,86214 | 0,13786 | 0,72428
0,86433 | 0,13567 | 0, 72866
0,86650 | 0,13350 | 0, 73300
0,86864 | 0,13136 | 0,73728
0,87076 | 0,12924 | 0,74152
0,87286 | 0,12714 | 0,74572
0,87493 | 0,12507 | 0, 74986
0,87698 | 0,12302 | 0, 75396
0,87900 | 0,12100 | 0, 75800
0,88100 | 0,11900 | 0, 76200
0,88298 | 0,11702 | 0, 76596
0,88493 | 0,11507 | 0, 76936
0,88686 | 0,11314 | 0,77372
0,88877 | 0,11123 | 0, 77754
0,89065 | 0,10935 | 0, 78130
0,89251 | 0,10749 | 0,78502
0,89435 | 0,10565 | 0, 78870
0,89617 | 0,10383 | 0,79234
0,89796 | 0,10204 | 0,79592
0,89973 | 0,10027 | 0,79946
0,90147 | 0,09853 | 0,80294
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, 0,61791 | 0,38209 | 0,23582 ,80 | 0,78814 | 0,21186 | 0,57628 ; 0,90320 | 0,09680 | 0,80640
, 0,62172 | 0,37828 | 0,24344 ,81 | 0,79103 | 0,20897 | 0,58206 , 0,90490 | 0,09510 | 0, 80980
, 0,62552 | 0,37448 | 0,25104 ,82 | 0,79389 | 0,20611 | 0,58778 ; 0,90658 | 0,09342 | 0,81316
, 0,62930 | 0,37070 | 0, 25860 ,83 | 0,79673 | 0,20327 | 0,59346 , 0,90824 | 0,09176 | 0,81648
, 0,63307 | 0,36693 | 0,26614 ,84 | 0,79955 | 0,20045 | 0,59910 ; 0,90988 | 0,09012 | 0,81976
, 0,63683 | 0,36317 | 0,27366 ,85 | 0,80234 | 0,19766 | 0,60468 ; 0,91149 | 0,08851 | 0,82298
, 0,64058 | 0,35942 | 0,28116 ,86 | 0,80511 | 0,19489 | 0,61022 , 0,91309 | 0,08691 | 0,82618
, 0,64431 | 0,35569 | 0, 28862 ,87 | 0,80785 | 0,19215 | 0,61570 ; 0,91466 | 0,08534 | 0,82932
, 0,64803 | 0,35197 | 0, 29606 ,88 | 0,81057 | 0,18943 | 0,62114 , 0,91621 | 0,08379 | 0,83242
, 0,65173 | 0,34827 | 0, 30346 ,89 | 0,81327 | 0,18673 | 0,62654 ; 0,91774 | 0,08226 | 0,83548
, 0,65542 | 0,34458 | 0,31084 ,90 | 0,81594 | 0,18406 | 0,63188 , 0,91924 | 0,08076 | 0, 83848
, 0,65910 | 0,34090 | 0, 31820 ,91 | 0,81859 | 0,18141 | 0,63718 , 0,92073 | 0,07927 | 0,84146
, 0,66276 | 0,33724 | 0, 32552 ,92 | 0,82121 | 0,17879 | 0,64242 ; 0,92220 | 0,07780 | 0, 84440
, 0,66640 | 0,33360 | 0, 33280 ,93 | 0,82381 | 0,17619 | 0,64762 , 0,92364 | 0,07636 | 0,84728
, 0,67003 | 0,32997 | 0,34006 ,94 | 0,82639 | 0,17361 | 0,65278 ; 0,92507 | 0,07493 | 0,85014
, 0,67364 | 0,32636 | 0,34728 ,95 | 0,82804 | 0,17106 | 0,65788 , 0,92647 | 0,07353 | 0,85294
, 0,67724 | 0,32276 | 0,35448 ,96 | 0,83147 | 0,16853 | 0,66294 ; 0,92785 | 0,07215 | 0,85570
, 0,68082 | 0,31918 | 0,36164 ,97 | 0,83398 | 0,16602 | 0,66796 , 0,92922 | 0,07078 | 0, 85844
, 0,68439 | 0,31561 | 0,36878 ,98 | 0,83646 | 0,16354 | 0,67292 ; 0,93056 | 0,06944 | 0,86112
, 0,68793 | 0,31207 | 0, 37586 ,99 | 0,83801 | 0,16109 | 0,67782 , 0,93189 | 0,06811 | 0,86378
, 0,69146 | 0,30854 | 0,38292 ,00 | 0,84134 | 0,15866 | 0,68268 0,93319 | 0,06681 | 0,86638
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Anhang Th. Royen

2 #(z) #(=2) D(z) z #(2) #(=2) D(z) z #(2) #(=2) D(z)
1,51 | 0,93448 | 0,06552 | 0,86896 2,01 | 0,97778 | 0,02222 | 0, 95556 2,51 | 0,99396 | 0,00604 | 0,98792
1,52 | 0,93574 | 0,06426 | 0,87148 2,02 | 0,97831 | 0,02169 | 0,95662 2,52 | 0,99413 | 0,00587 | 0,98826
1,53 | 0,93699 | 0,06301 | 0,87398 2,03 | 0,97882 | 0,02118 | 0,95764 2,53 | 0,99430 | 0,00570 | 0,98860
1,54 | 0,93822 | 0,06178 | 0,87644 2,04 | 0,97932 | 0,02068 | 0,95864 2,54 | 0,99446 | 0,00554 | 0,98892
1,55 | 0,93943 | 0,06057 | 0,87886 2,05 | 0,97982 | 0,02018 | 0,95964 2,55 | 0,99461 | 0,00539 | 0,98922
1,56 | 0,94062 | 0,05938 | 0,88124 2,06 | 0,98030 | 0,01970 | 0,96060 2,56 | 0,99477 | 0,00523 | 0,98954
1,57 | 0,94179 | 0,05821 | 0,88358 2,07 | 0,98077 | 0,01923 | 0,96154 2,57 | 0,99492 | 0,00508 | 0,98984
1,58 | 0,94295 | 0,05705 | 0,88590 2,08 | 0,98124 | 0,01876 | 0,96248 2,58 | 0,99506 | 0,00494 | 0,99012
1,59 | 0,94408 | 0,05592 | 0,88816 2,09 | 0,98169 | 0,01831 | 0,96338 2,59 | 0,99520 | 0,00480 | 0,99040
1,60 | 0,94520 | 0,05480 | 0,89040 2,10 | 0,98214 | 0,01786 | 0,96428 2,60 | 0,99534 | 0,00466 | 0,99068
1,61 | 0,94630 | 0,05370 | 0,89260 2,11 | 0,98257 | 0,01743 | 0,96514 2,61 | 0,99547 | 0,00453 | 0,99094
1,62 | 0,94738 | 0,05262 | 0,89476 2,12 | 0,98300 | 0,01700 | 0,96600 2,62 | 0,99560 | 0,00440 | 0,99120
1,63 | 0,94845 | 0,05155 | 0,89690 2,13 | 0,98341 | 0,01659 | 0,96682 2,63 | 0,99573 | 0,00427 | 0,99146
1,64 | 0,94950 | 0,05050 | 0,89900 2,14 | 0,98382 | 0,01618 | 0,96764 2,64 | 0,99585 | 0,00415 | 0,99170
1,65 | 0,95053 | 0,04947 | 0,90106 2,15 | 0,98422 | 0,01578 | 0,96844 2,65 | 0,99598 | 0,00402 | 0,99196
1,66 | 0,95154 | 0,04846 | 0,90308 2,16 | 0,98461 | 0,01539 | 0,96922 2,66 | 0,99609 | 0,00391 | 0,99218
1,67 | 0,95254 | 0,04746 | 0,90508 2,17 | 0,98500 | 0,01500 | 0,97000 2,67 | 0,99621 | 0,00379 | 0,99242
1,68 | 0,95352 | 0,04648 | 0,90704 2,18 | 0,98537 | 0,01463 | 0,97074 2,68 | 0,99632 | 0,00368 | 0,99264
1,69 | 0,95449 | 0,04551 | 0,90898 2,19 | 0,98574 | 0,01426 | 0,97148 2,69 | 0,99643 | 0,00357 | 0,99286
1,70 | 0,95543 | 0,04457 | 0,91086 2,20 | 0,98610 | 0,01390 | 0,97220 2,70 | 0,99653 | 0,00347 | 0,99306
1,71 | 0,95637 | 0,04363 | 0,91274 2,21 | 0,98645 | 0,01355 | 0,97290 2,71 | 0,99664 | 0,00336 | 0,99328
1,72 | 0,95728 | 0,04272 | 0,91456 2,22 | 0,98679 | 0,01321 | 0,97358 2,72 | 0,99674 | 0,00326 | 0,99348
1,73 | 0,95818 | 0,04182 | 0,91636 2,23 | 0,98713 | 0,01287 | 0,97426 2,73 | 0,99683 | 0,00317 | 0,99366
1,74 | 0,95907 | 0,04093 | 0,91814 2,24 | 0,98745 | 0,01255 | 0,97490 2,74 | 0,99693 | 0,00307 | 0,99386
1,75 | 0,95994 | 0,04006 | 0,91988 2,25 | 0,98778 | 0,01222 | 0,97556 2,75 | 0,99702 | 0,00298 | 0,99404
1,76 | 0,96080 | 0,03920 | 0,92160 2,26 | 0,98809 | 0,01191 | 0,97618 2,76 | 0,99711 | 0,00289 | 0,99422
1,77 | 0,96164 | 0,03836 | 0,92328 2,27 | 0,98840 | 0,01160 | 0,97680 2,77 | 0,99720 | 0,00280 | 0,99440
1,78 | 0,96246 | 0,03754 | 0,92492 2,28 | 0,98870 | 0,01130 | 0,97740 2,78 | 0,99728 | 0,00272 | 0,99456
1,79 | 0,96327 | 0,03673 | 0,92654 2,29 | 0,98899 | 0,01101 | 0,97798 2,79 | 0,99736 | 0,00264 | 0,99472
1,80 | 0,96407 | 0,03593 | 0,92814 2,30 | 0,98928 | 0,01072 | 0,97856 2,80 | 0,99744 | 0,00256 | 0,99488
1,81 | 0,96485 | 0,03515 | 0,92970 2,31 | 0,98956 | 0,01044 | 0,97912 2,81 | 0,99752 | 0,00248 | 0,99504
1,82 | 0,96562 | 0,03438 | 0,93124 2,32 | 0,98983 | 0,01017 | 0,97966 2,82 | 0,99760 | 0,00240 | 0,99520
1,83 | 0,96638 | 0,03362 | 0,93276 2,33 | 0,99010 | 0,00990 | 0,98020 2,83 | 0,99767 | 0,00233 | 0,99534
1,84 | 0,96712 | 0,03288 | 0,93424 2,34 | 0,99036 | 0,00964 | 0,98072 2,84 | 0,99774 | 0,00226 | 0,99548
1,85 | 0,96784 | 0,03216 | 0,93568 2,35 | 0,99061 | 0,00939 | 0,98122 2,85 | 0,99781 | 0,00219 | 0,99562
1,86 | 0,96856 | 0,03144 | 0,93712 2,36 | 0,99086 | 0,00914 | 0,98172 2,86 | 0,99788 | 0,00212 | 0,99576
1,87 | 0,96926 | 0,03074 | 0,93852 2,37 | 0,99111 | 0,00889 | 0,98222 2,87 | 0,99795 | 0,00205 | 0,99590
1,88 | 0,96995 | 0,03005 | 0,93990 2,38 | 0,99134 | 0,00866 | 0,98268 2,88 | 0,99801 | 0,00199 | 0,99602
1,89 | 0,97062 | 0,02938 | 0,94124 2,39 | 0,99158 | 0,00842 | 0,98316 2,80 | 0,99807 | 0,00193 | 0,99614
1,90 | 0,97128 | 0,02872 | 0,94256 2,40 | 0,99180 | 0,00820 | 0, 98360 2,90 | 0,99813 | 0,00187 | 0,99626
1,91 | 0,97193 | 0,02807 | 0,94386 2,41 | 0,99202 | 0,00798 | 0,98404 2,91 | 0,99819 | 0,00181 | 0,99638
1,92 | 0,97257 | 0,02743 | 0,94514 2,42 | 0,99224 | 0,00776 | 0,98448 2,92 | 0,99825 | 0,00175 | 0,99650
1,93 | 0,97320 | 0,02680 | 0,94640 2,43 | 0,99245 | 0,00755 | 0,98490 2,93 | 0,99831 | 0,00169 | 0,99662
1,94 | 0,97381 | 0,02619 | 0,94762 2,44 | 0,99266 | 0,00734 | 0,98532 2,94 | 0,99836 | 0,00164 | 0,99672
1,95 | 0,97441 | 0,02559 | 0,94882 2,45 | 0,99286 | 0,00714 | 0,98572 2,95 | 0,99841 | 0,00159 | 0,99682
1,96 | 0,97500 | 0,02500 | 0,95000 2,46 | 0,99305 | 0,00695 | 0,98610 2,96 | 0,99846 | 0,00154 | 0,99692
1,97 | 0,97558 | 0,02442 | 0,95116 2,47 | 0,99324 | 0,00676 | 0,98648 2,97 | 0,99851 | 0,00149 | 0,99702
1,98 | 0,97615 | 0,02385 | 0,95230 2,48 | 0,99343 | 0,00657 | 0,98686 2,98 | 0,99856 | 0,00144 | 0,99712
1,99 | 0,97670 | 0,02330 | 0,95340 2,49 | 0,99361 | 0,00639 | 0,98722 2,99 | 0,99861 | 0,00139 | 0,99722
2,00 | 0,97725 | 0,02275 | 0,95450 2,50 | 0,99379 | 0,00621 | 0,98758 3,00 | 0,99865 | 0,00135 | 0,99730




Th. Royen

A.2 Tabelle der x? - Verteilung

A.2 Tabelle der \? - Verteilung
Anzahl der Freiheitsgrad
F(x) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,001 0,00 0,00 0,02 0,09 0,21 0,38 0,60 0,86 1,15 1,48
0,005 0,00 0,01 0,07 0,21 0,41 0,68 0,99 1,34 1,73 2,16
0,01 0,00 0,02 0,11 0,30 0,55 0,87 1,24 1,65 2,09 2,56
0,025 0,00 0,05 0,22 0,48 0,83 1,24 1,69 2,18 2,70 3,25
0,05 0,00 0,10 0,35 0,71 1,15 1,64 2,17 2,73 3,33 3,94
0,1 0,02 | 0,21 | 0,58 | 1,06 | 1,61 | 2,20 | 2,83 | 3,49 | 4,17 | 4,87
0,25 0,10 0,58 1,21 1,92 2,67 3,45 4,25 5,07 5,90 6,74
0,5 0,45 | 1,39 | 2,37 | 3,36 | 4,35 | 535 | 6,35 | 7,34 | 834 | 9,34
0,75 1,32 2,77 4,11 5,39 6,63 7,84 9,04 | 10,22 | 11,39 | 12,55
0,9 2,71 4,61 6,25 7,78 9,24 | 10,64 | 12,02 | 13,36 | 14,68 | 15,99
0,95 3,84 5,99 7,81 9,49 | 11,07 | 12,59 | 14,07 | 15,51 | 16,92 | 18,31
0,975 5,02 7,38 9,35 | 11,14 | 12,83 | 14,45 | 16,01 | 17,53 | 19,02 | 20,48
0,99 6,63 9,21 | 11,34 | 13,28 | 15,09 | 16,81 | 18,48 | 20,09 | 21,67 | 23,21
0,995 7,88 | 10,60 | 12,84 | 14,86 | 16,75 | 18,55 | 20,28 | 21,96 | 23,59 | 25,19
0,999 | 10,83 | 13,82 | 16,27 | 18,47 | 20,52 | 22,46 | 24,32 | 26,13 | 27,88 | 29,59
Anzahl der Freiheitsgrad
F(x) 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0,001 1,83 2,21 2,62 3,04 3,48 3,94 4,42 4,90 5,41 5,92
0,005 2,60 3,07 3,57 4,07 4,60 5,14 5,70 6,26 6,84 7,43
0,01 3,05 3,57 4,11 4,66 5,23 5,81 6,41 7,01 7,63 8,26
0,025 3,82 4,40 5,01 5,63 6,26 6,91 7,56 8,23 8,91 9,59
0,05 4,57 5,23 5,89 6,57 7,26 7,96 8,67 9,39 | 10,12 | 10,85
0,1 5,58 6,30 7,04 7,79 8,55 9,31 | 10,09 | 10,86 | 11,65 | 12,44
0,25 7,58 | 8,44 | 9,30 | 10,17 | 11,04 | 11,91 | 12,79 | 13,68 | 14,56 | 15,45
0,5 10,34 | 11,34 | 12,34 | 13,34 | 14,34 | 15,34 | 16,34 | 17,34 | 18,34 | 19,34
0,75 13,70 | 14,85 | 15,98 | 17,12 | 18,25 | 19,37 | 20,49 | 21,60 | 22,72 | 23,83
0,9 17,28 | 18,55 | 19,81 | 21,06 | 22,31 | 23,54 | 24,77 | 25,99 | 27,20 | 28,41
0,95 19,68 | 21,03 | 22,36 | 23,68 | 25,00 | 26,30 | 27,59 | 28,87 | 30,14 | 31,41
0,975 | 21,92 | 23,34 | 24,74 | 26,12 | 27,49 | 28,85 | 30,19 | 31,53 | 32,85 | 34,17
0,99 24,73 | 26,22 | 27,69 | 29,14 | 30,58 | 32,00 | 33,41 | 34,81 | 36,19 | 37,57
0,995 | 26,76 | 28,30 | 29,82 | 31,32 | 32,80 | 34,27 | 35,72 | 37,16 | 38,58 | 40,00
0,999 | 31,26 | 32,91 | 34,53 | 36,12 | 37,70 | 39,25 | 40,79 | 42,31 | 43,82 | 45,32
Anzahl der Freiheitsgrad
F(x) 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
0,001 6,4 7,0 7,5 8,1 8,7 9,2 9,8 | 10,4 | 11,0 | 11,6
0,005 8,0 8,6 9,3 9,9 | 10,5 | 11,2 | 11,8 | 12,5 | 13,1 | 13,8
0,01 8,9 9,5 | 10,2 | 10,9 | 11,5 | 12,2 | 12,9 | 13,6 | 14,3 | 15,0
0,025 | 10,3 | 11,0 | 11,7 | 12,4 | 13,1 | 13,8 | 14,6 | 15,3 | 16,0 | 16,8
0,05 11,6 | 12,3 | 13,1 | 13,8 | 14,6 | 15,4 | 16,2 | 16,9 | 17,7 | 18,5
0,1 13,2 | 14,0 | 14,8 | 15,7 | 16,5 | 17,3 | 18,1 | 18,9 | 19,8 | 20,6
0,25 16,3 | 17,2 | 18,1 | 19,0 | 19,9 | 20,8 | 21,7 | 22,7 | 23,6 | 24,5
0,5 20,3 | 21,3 | 22,3 | 23,3 | 24,3 | 25,3 | 26,3 | 27,3 | 28,3 | 29,3
0,75 24,9 | 26,0 | 27,1 | 28,2 | 29,3 | 30,4 | 31,5 | 32,6 | 33,7 | 34,8
0,9 29,6 | 30,8 | 32,0 | 33,2 | 34,4 | 35,6 | 36,7 | 37,9 | 39,1 | 40,3
0,95 32,7 | 33,9 | 35,2 | 36,4 | 37,7 | 38,9 | 40,1 | 41,3 | 42,6 | 43,8
0,975 | 35,5 | 36,8 | 38,1 | 39,4 | 40,6 | 41,9 | 43,2 | 44,5 | 45,7 | 47,0
0,99 38,9 | 40,3 | 41,6 | 43,0 | 44,3 | 45,6 | 47,0 | 48,3 | 49,6 | 50,9
0,995 | 41,4 | 42,8 | 44,2 | 45,6 | 46,9 | 48,3 | 49,6 | 51,0 | 52,3 | 53,7
0,999 | 46,8 | 48,3 | 49,7 | 51,2 | 52,6 | 54,1 | 55,5 | 56,9 | 58,3 | 59,7
Anzahl der Freiheitsgrad
F(x) 40 50 60 70 80 90 100 0 (Ndherung)
0,001 | 17,9 | 24,7 | 31,7 39,0 46,5 54,2 61,9 l(h 3,09)2
0,005 | 20,7 | 28,0 | 35,5 | 43,3 | 51,2 | 59,2 | 67,3 i( h—2,58)2
0,01 22,2 | 29,7 | 37,5 45,4 53,5 61,8 70,1 i( —2,33)2
0,025 | 24,4 | 32,4 | 40,5 48,8 57,2 65,6 74,2 i( —1,96)2
0,05 | 26,5 | 34,8 | 43,2 | 51,7 | 60,4 | 69,1 | 77,9 i( h—1,64)2
0,1 29,1 | 37,7 | 46,5 55,3 64,3 73,3 82,4 i( —1,28)2
0,25 33,7 | 42,9 | 52,3 61,7 71,1 80, 6 90,1 g(h 0,67)2 |Mit h =+2m —1
0,5 39,3 | 49,3 | 59,3 | 69,3 | 79,3 | 89,3 | 99,3 1p?
0,75 45,6 | 56,3 | 67,0 77,6 88,1 98,6 | 109,1 L(h+40,67)2
0,9 51,8 | 63,2 | 74,4 85,5 96,6 | 107,6 | 118,5 i(h+ 1,28)2
0,95 55,8 | 67,5 | 79,1 90,5 | 101,9 | 113,1 | 124,3 i(h-l— 1,64)2
0,975 | 59,3 | 71,4 | 83,3 95,0 | 106,6 | 118,1 | 129,6 i(h—i— 1,96)2
0,99 63,7 | 76,2 | 88,4 | 100,4 | 112,3 | 124,1 | 135,8 i(h+2,33)2
0,995 | 66,8 | 79,5 | 92,0 | 104,2 | 116,3 | 128,3 | 140,2 i(h—i— 2,58)2
0,999 | 73,4 | 86,7 | 99,6 | 112,3 | 124,8 | 137,2 | 149,4 %(h +3,09)2

(m = Freiheitsgrade)
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A.3 Tabelle der t—Verteilung

F(x) v = Anzahl der Freiheitsgrad

11—« 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,5 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
0,6 0,33 0,29 0,28 | 0,27 | 0,27 | 0,27 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26
0,7 0,73 | 0,62 | 0,58 | 0,57 | 0,56 | 0,55 | 0,55 | 0,55 | 0,54 | 0,54
0,8 1,38 | 1,06 | 0,98 | 0,94 | 0,92 | 0,91 | 0,90 | 0,89 | 0,88 | 0,88
0,9 3,08 1,89 1,64 | 1,53 | 1,48 | 1,44 | 1,42 | 1,40 | 1,38 | 1,37
0,95 6,31 | 2,92 | 2,35 | 2,13 | 2,02 | 1,94 | 1,90 | 1,86 | 1,83 | 1,81
0,975 12,70 4,30 3,18 | 2,78 | 2,57 | 2,45 | 2,37 | 2,31 | 2,26 | 2,23
0,99 | 31,80 | 6,97 | 4,54 | 3,75 | 3,37 | 3,14 | 3,00 | 2,90 | 2,82 | 2,76
0,995 63,70 9,93 5,84 | 4,60 | 4,03 | 3,71 | 3,50 | 3,36 | 3,25 | 3,17
0,999 | 318,30 | 22,30 | 10,20 | 7,17 | 5,80 | 5,21 | 4,79 | 4,50 | 4,30 | 4,14
F(x) v = Anzahl der Freiheitsgrad

l1-o 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0,5 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

0,6 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26

0,7 0,54 | 0,54 | 0,54 | 0,54 | 0,54 | 0,54 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 0,53

0,8 | 0,88 | 0,87 | 0,87 | 0,87 | 0,87 | 0,87 | 0,86 | 0,86 | 0,86 | 0,86

0,9 1,36 | 1,36 | 1,35 | 1,35 | 1,34 | 1,34 | 1,33 | 1,33 | 1,33 | 1,33
0,95 1,80 | 1,78 | 1,77 | 1,76 | 1,75 | 1,75 | 1,74 | 1,73 | 1,73 | 1,73
0,975 | 2,20 | 2,18 | 2,16 | 2,15 | 2,13 | 2,12 | 2,11 | 2,10 | 2,09 | 2,09
0,99 2,72 | 2,68 | 2,65 | 2,62 | 2,60 | 2,58 | 2,57 | 2,55 | 2,54 | 2,53
0,995 | 3,11 | 3,06 | 3,01 | 2,08 | 2,95 | 2,92 | 2,90 | 2,88 | 2,86 | 2,85
0,999 | 4,03 | 3,93 | 3,85 | 3,79 | 3,73 | 3,69 | 3,65 | 3,61 | 3,58 | 3,55
F(x) v = Anzahl der Freiheitsgrad

1-o 22 24 26 28 30 40 50 100 200 00

0,5 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

0,6 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,26 | 0,25 | 0,25 | 0,25

0,7 0,53 | 0,83 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 0,53 | 0,52

0,8 0,86 | 0,86 | 0,86 | 0,86 | 0,85 | 0,85 | 0,85 | 0,85 | 0,84 | 0,84

0,9 1,32 | 1,32 | 1,32 | 1,31 | 1,31 | 1,30 | 1,30 | 1,20 | 1,29 | 1,28
0,95 1,72 | 1,71 | 1,71 | 1,70 | 1,70 | 1,68 | 1,68 | 1,66 | 1,65 | 1,65
0,975 | 2,07 | 2,06 | 2,06 | 2,05 | 2,04 | 2,02 | 2,01 | 1,98 | 1,97 | 1,96
0,99 2,51 | 2,49 | 2,48 | 2,47 | 2,46 | 2,42 | 2,40 | 2,37 | 2,35 | 2,33
0,995 | 2,82 | 2,80 | 2,78 | 2,76 | 2,75 | 2,70 | 2,68 | 2,63 | 2,60 | 2,58
0,999 | 3,51 | 3,47 | 3,44 | 3,41 | 3,39 | 3,31 | 3,26 | 3,17 | 3,13 | 3,09
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