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|  NUMERISCHE METHODEN ZUR LOSUNG VON GLEICHUNGEN

1 Fehler und Genauigkeit

1.1 Fehlerarten

-~ 4,756
@) Rundungsfehler: Runden: 4,7562 { 4.76

Abschneiden: 4,756 - 4,7t
(b)  Verfahrensfehler:  (Rundungsfehler bei Reclpenationen)
Bsp: 1,4921,066= 1,590472 - 15!
1,492(1,06611,738 2,765010- 2,7
ITI
1,492(1,06611,738 2,766168- 2,7
ITI
(c) Fehler in den Eingabedaten
(d)  Abbruchfehler
1 . 1 1 1 1

> 1
BSp: ;F:]ﬁ'? ?+?+...F+(k+1)2

1.2 FehlergroRen

SeiX ein Naherungswert fiir . Dann he

1) absoluter Fehler vor

(2) yo =|ﬂ |=|Q< (absoluter) relativer Fehler vRi
X X

Bsp: x =0,00L X = rt0,002; Ax= 0,00L p, = ( 100p
rungswel

1.3 Gleitpunktzahl (FlieBpunktzahl)

Eine reelle Zahl von der folgenden Form heil3t @laiktzahl:
|x: mi0® =+0,a,3... § E|10‘|

m = Mantisse
20 (m nomier)
a, p=max. Mantissenlangd i.Ap= .8 )

p

10° ganzz. Exponental<fy ( iAg= 99

1.4 Numerische Gleichheit

Numerischer Wert Néherungswert mit eibegrenzten Anzahl von Stell
-~ m=314159 ~ numerisch Gleich Gleichheit bis zur 5. 8jell

korrekte Schreibweise:ﬂE«l/_S 3,14159 1,73205 5,44139
J3=1,732; 2—2: 1,732 =

nichtkorrekt: ﬁ=2—; - keinnumerischerWert;f%%;

Seite 4



| NUMERISCHE METHODEN ZUR LSG VON GL NUMERISCHE MATHE ingenteurnformatik
2 Das allgemeine Iterationsverfahren fh — bingen

2 Das allgemeine Iterationsverfahren

2.1 Fixpunkt

SeienM N mitM ON und M — N eine AbbildungO y heilt Fixpuméh f, wenn f( ¥ =

Beispiele:

f(x)=sinx  besitzt Fixpunkte: 0 (sin0=0
f(x)=x besitzt Fixpunkte: 0,1

f (x) = x besitzt Fixpunkte: R

2.2 Graphisches Verfahren zur Bestimmung eines Fixpunktes (Schnittstédénse)

/()
y=x
7(s) s, s = Fixpunkte

F(s)

A ¥

|Fixpunkte vorf (x) = Schnittpunkte des Graphen t¢r) an®1

2.3 Bemerkung

Gleichungery(x) = 0 kénnen stets durch aquivalente Umfogen auf die Fixpunktgleichg f (x) = x gebracht werde
x Nullstelle vong(X) =  x Fixpunkt vorf( %)

g(x)=0 f(x)=x
Beispiele:
X= e _ f,(X)

XX =26* o X '

g(x)=e*—%>€=0 - x=+2e" = 1,(X
Inx—2 X2
X = 2 - =—ln—=
) x=-In 5 (%

Bemerkung: g(x)=0 = x=g(X+x= f(3
2.4 Kontraktion

Seil =[ab] OR eine Abbildungi I - | heiRt Abbildungenn ein Konstante DL < 1 existie
S0 dass* f(x)-f(y)<sIL % y| | fur allg yO |

L: Lipschitz-Konstante

Kriterium fur Kontraktion:
Seif :I - | stetig differenzierbarin  miff [(x) <l <1 fur allex 01 ,

dannistf eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstahte

Bew: Seienx y[Ol ,x<y.

Nachdem Mittelwertsatz der Differentiabhnung existiert eig 0(x ) mirtf(x)_—f(y) = '(¢)

x-y
= [1(x)=F(Y)E (&) 1% yE Ly
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2.5 Fixpunktsatz

Seif I - | eine Kontraktion. Es gi
(1)  f besizt genau einen Fixpurke f(s)
(2)  Furjeden Startwes, O1  konvergiert die §e|( Iterationsfolgp
X1 = F(%)| k=0,12,..
gegen den Fixpunks.
Bew: |x —sFIf(x.)- f(9k LIx,~ sk Lix,- .. ' |x s~ O &)

(3)  Es gelten die folgenden Fehlerabschatzungen:

(a) Die A-priori-Fehlerabschatzung (was vorkemmt)
Lk
— S —
% sk 1% %
(b)  Die A-posteriori-Fehlerabschatzung (washiae kommt)

L
[ X, SISHM %X

2.6 Geometrische Deutung des Fixpunktsatzes

¥
b‘ . f(1)O1 =[a,b] = es existiert ein Fixpunkt urfdx) O D,
f/ S, S, s Fixpunkte
a 1
Lfl_sz_ss_ x
a b
Bsp: f(x) Lo , f()=0, f(0 nichtdefinier
X
¥
b 0< f'(x) <1 = f monoton steigend und Steigurg °
E = genau 1 Fixpunkt
[
E— 5§ 2
@ A
¥
b 0< f’(x) <1
BEy
LW s s
a A
‘J’
bl o -1<f'(x)<0
=
d
Li‘ﬂ_ x
a b
.
/ Divergenz

/ £(x)>1
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2.7 Fixpunkt der Umkehrfunktion

Sei f :I - | umkehrbar mitf|'(x) >| 1in
-1

f (I f(s)=f7(9

f(x) |(f71)'(x)|Ab|eilufngr m<1in|
5

Umkehrfunktion

= Konvergenz firf ™

|Im Fall |f'(x) b 1inl wende Iterationsverfahrauff ™ ad.

2.8 Bemerkung

Unter der Voraussetzung des Fixpunktes gilt:

1-L
|Xk_xk-1|55T = |x-ske

L L 1-L
oI K e e

Bew: |x, —s| =

<
a-posteriori] — |

2.9 Allgemeines Iterationsverfahren

gegeben: f (x) Kontraktion inl mitL < 1x, 01 ( Startwe)t
£>0 (FehlergrenZe N ( max Anzahl der Iteratischrittg
gesucht: s= f(s) Fixpunkt

1. Furk=12,..N
2. bestimmex, = f(x - )1

w

falls |x, - %, K 5% , gehe nach 4. x| - s<§ , siehe).

e

setzes= x,

Bspl: Man bestimme die Fixpunkte vdi(x) = cosx

graphisch:
e

numerisch: |(cosx)' Flsikd 1 ir{ dﬂ

Iterationsvorschrift:| x, =%[, X = cog %_,)

k=1,2,..

= 774T =0,785399 x = 0,707106x,= 0,760245x,= 0,724

exakter Wert: 0,7390851
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Bsp2: Man bestimme die Nullstelle vap(x) = X’ + x-1
graphisch: g(x)=xX+x-1=0 = X=1- X

7/
1-x /

L= 1)

1+X

numerisch:  g(x)= X+ x—1=>(>3+1)=1 = x

FirallexO[ 0,5])L gilt f'(x) <

, —-2X 2% 2% X+ X max Wert, der die Ab|
|1 (X) El 7 F VR = =L<1 | .
(1+ x2) 1+2x*+x* 1+ 2x(0,5+ 0,8 1,0625+x im Intervall annimmt
X = f(x,)= o 12 konvergiert fiir jeden Startwe O]  0,9]1 ggas,
X k-1

X =05 x=08 x,=0,61 x,= 0,729 x,= 0,6
exakter Wert: s= 0,682388

g(x)=xX+x-1=0 - x=1-X= I}
|h'(x) E|-3¢ £ 3¢ > 1 in einer Umgebung der Nullk
% =h(%.)
1) %=1 x=0 x=1 %x=0 keine Konverger
(2) % =05 x=0,875 x,= 0,330 x,= 0,964 x,= 0,104x= 0,999 keine Kogeerz
(B8 x=2 x=-7 x=344 x=-4,07010 keine Konverge

2.10 Bestimmung der erforderlichen Iterationsschmttbei vorgegebener Fehlergrenzeo

f Kontraktion mit Lipschitd <
In(g(1-L))=In|x =%, | P

N = %, Startwert
InL
X = (%)
L« g(1-1) g(1-L)
Bew: |x -s| < |- x ke = [E|x—-x¢e(k - [< - Inkt< Ir{
% A-priori ] — | X% X% ( I) |X1_X0| |X1_XD|

>In(,s(l—L))—In|x1—x0|
InL

2.11 Bemerkungen (Anwendungen des Fixpunktsatzes)

(1) eine MengeM wird der MengeN (ber die Funktionf zugeordnet

(2)  Okonomie: X,Y,Z

Py Ay
p=p| - 04=|q f = Preiseinpendelungsmechanisr
P, q,
(3)  Physik

optimale Flugbahn von Erde zu Mond

Seite 8



| NUMERISCHE METHODEN ZUR LSG VON GL NUMERISCHE MATHE
3 Newtonsche Iterationsverfahren und Regula Falsi

dominik erdmann
ingenieurinformatik
fh — bingen

3 Newtonsche Iterationsverfahren und Regula Falsi

3.1 Newtonsche Iterationsfolge

Seif {ab] - R zweimal stetig differenzierbait f (s) =0 fur einsd[ a,§ und f( )= 0if ap
_-{ tanﬂ=f'(xo)=% = &-&:% =
S e -
)
% T (x)
a 52, 4 b
" )
f (%)

Iterationsfolge: |X, = X, —

%, = Startwert

F' (%)

Newton - Iterationsverfahren

3.2 Newtonsches lterationsverfahren

gegeben: f(x), x, Startwert, 7> 0( Fehlgr ,N ( Anzahl der Itecatsschritte
gesucht: Nullstelle f (s)=0

1. Furk=1,2,..N

: f (%)
2. bestimmex, = x, ———+
(%)
3. falls |M k7, dann gehe nach
(%)

4. setzes= x

3.3 Konvergenz des Newton-Verfahrens

Wahle[a b] so, das
(@ f(a)Of(b)<0

@ b a b

! \
d.h.[al} enthalt Nullstel

(b) f'(x)z0in[a,b

{(ﬂ)

/

d.h.f (x) hatin[ ap keinen Extremwert unatt8lpunki
) f"(x)#z0in[ab],d.h.f besitztifal] keinen Wendeyxt

|Wé'1h|t man als Startwex; O{a B~ mif(%)0f"( %)> 0, so kengiert das Newton—Verfahr{s
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geometrische Deutung

£ b Divergenz
& -
f (b)Cf"(b) >0 f(a)Cf"(a)>0
4 b f"<0 f">0
konkav ( rechtsgekriimm a b konvex ( linksgekriimnit
3.4 Beispiele

Man bestimme eine Nullstellé(x) = € - ¥
graphisch: € -x =0 - &=X

s= Nullstelle vone& — ¥

Pl

S 08
numerisch:  f'(x)=¢& -2x# 0in[-0,8/¢
f'(x)=e-220in[-0,8|0

= 0,29¢ O
0,8

// f(-08"(-0g=(e - ¥)(¢- .

Xy 2
e %

konergiert gegen die Nullgbne* — x.
e —2x%

= die Folgex,,, =X, —

~0,8

n O 1 2 3 4
x, —0,8 -0,706959 - 0,703472- 0,703467# 0,703

Probe:  f(-0,703467 = 0,808 10

3.5 Regula Falsi (Sekantenverfahren)

Ersetzt man im Newton—Verfahrdn(x) dudén Differenzenquotionten, so erhalt n
ein Iterationsverfahren, das Regula Falsi genaimat w

f'(%) = lim fx)=f(x) = f9- (%) (x nahe beix,)
X% X=X X— %,
Newton-Verfahren: [x ,, = x, — f()%)gf’(l—xn) % Startwert
X0~ X1

Regula Falsi: X =% = f(x) %, % Startwerl

f (%)= f (%)
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Geometrische Deutung

Newton-Verfahren

Tangente 7‘

a ' fi
: S
Regula Falsi
X,, % Startwerte; f(x,)0f(x)< 0
Selcante
> ()= 1(%) _t(x) f(x)- ()
f(x)-f(% X X)— 1%

o tana = = = (X —-%)————==f(x
anf;\{ X =% X% ( ) X~ % ()
= = %% = () = g = g ()

(%)= (%) F(x)- ()

(= iterierter Wert bei Regula Fa)si

3.6 Konvergenz der Regula Falsi

Konvergenz ist gesichert, wenn st|elt$xn)Df(xn+l)< | @h. wenn[ x, x..] bzw[ x,, x] Nullstelle enth:

Divergenz Konvergenz
Intervallschachtelung (immer konvergye
;\x___f
X
ol _ LRt

3.7 Regula Falsi

gegeben: f(x), %, xO[a ] mit x< x und f( ¥)O{ Y< 0p> { Fehigr N
gesucht: f(s)=0

1. Furk=1,2,..N

i - X%
2. bestimmec = f(x) ()= 1)
3. falls f(XO)Df(Xl—@<O, dannx = x - ¢ xﬁcx
4. sonstx, = x — ¢ = !
5. falls |c k77, gehe nach
6. setzes= x
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3.8 Definition

Iterationsverfahren, die fur die Berechnung womur eine vorhergehende Néherung bendtigen, heil3en

Einzelschrittverfahren.
Sinngemal sind Mehrschrittverfahren definiert.

Bsp: Einzelschrittverfahren: Newton- und allgemdieeationsverfahren
Zweischrittverfahren:  Regula Fasli

3.9 Beispiel

Man bestimme eine Losung vdr(x) = X r tahk
X

graphisch:

; . _ _ — X T X1
numerisch:  x, =1, x = 2( Startwertg x,,,= % - f(%)——2—2—
()= (%)
n 2 3 4 5

X, 1,24790 1,33937 1,36912 1,378
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4 Nullstellen von Polynomen

4.1 Polynom

Polynom von Grach: |Pn(x)=ao>€+...+a,,1X+ q| 370

Produktdarstellung: P, (X)= g ( x= %)...( x= %)

n

—
Linearfaktor

x OC Nullstellen
.,Fundamentalsatz der Algebra“

4.2 Polynomdivision

Bsp: R (x)=2X-3xX+ x+5

3
(2x3—3x2+ x+5) (x—2)22x2+x+3+i
( -2

227 — 4x )

24 1+5
—(x2—2x

R(Y=R(¥(x3)+R R H2)

P, (x)=reduziertes Polynom

Allgemein(n = 3)

(aox3+aixz+ a x+ q)=(kg>%+ bx Q( x pr gesucht sindb, i b, R

=0+ + b B pk- bpx bp R px( b Hpx( b

Koeffizientenvergleich
= a=h; a=hb-hp a=h-hp a= R b
= b=a; b=a+hp b=a+thp R g b

1l)p+é< _Rz)]

Satz

R a b |p(

R.(¥)=R.(90x 9+ R( 9

Istp Nullstelle vonP,(x) , so g||1 2 (x) =P (X x- p)|

Division vonP, (x) = g X' +...+ g_, x+ g durch x p ergibt reduziertes Polynom

Pn_l(x)=l:b>("1+...lgl mit | b= a b= a+ b, p X1,...

1)

4.3 Honer-Schema

3B a4 o .. 3,
0 bp hp .. R.p

P[n b b . [FR(D

Bspl: (2x3 -3+ x+ 5) (x-2)=7

2x% —3x? +x+5_ ol + X+ 3 11
X=2 X—2
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Bsp2: Man berechn®,(x)= $- $+ x- 1an der Stelte
3 0 -3 1 -1
0 12 48 180 72
413 12 45 181 72
Bsp3: Man bestimme alle Lésungen vBy(x)= ¥ - X% x8 =5
Lsg: Bestimmen einer Losung durch Erraten:
x(x2 -7 x+ 9) ~
ganze Zahl T
R(1)=#0; B(-)20; B(H5=125 175 45 5
Polynomdivision: (x3—7x2+9x+ 5) (x-95=72
1 -7 9 5
0 5 10 -E X =7x +9x+5=(x-9( ¥ - 2x 3
5|1 -2 -1 0

_—SDZ fallsxO7Z
X

Losungen vork® —2x—1: X5 =1£+/2
Losungen vond = 7x2 +9x+5. X =5 X,,=1+~/2

4.4 Das erweiterte Honer-Schema

gegeben: P,(X)=a X +...a_, X+ g

8 & & a,
Pl h b b b, [|R(p)
Ple o o G [Pa(P)=FR(p) P.(X)=hX"+.. b,
Pl o d o dra [Pa(P)= 5P P (=g q,
P | R(p)= R (A B9 =59
Begrindung
P(x)=(x- PR (3+ R(A=( > N( x POR(  R( )+ £ )p

Ra(X)

=(x=p) R (N +(x AOR.( B+ R p=( *7)32{( x LR ) RO pr( = )P )p ()

Pia(P)
=(X_ p)a[Pn_3()§+(X— F)ZDE—Z( F)"'( x b)Dﬁl( ))"' R )D
= =R(p)dx-p"+ (AL §7+ B D
p(”)

P(x) = ”—(p)[qx— p)”+m[ﬂx— " +... P( p=Taylorreihe

Satz von n! n—]_)l
Taylor . )
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Bsp: P(x)=2xX'-xX-2xX+3x 2 p=-1
2 -1 -2 3 -2
0 -2 3 -1 -2
1] 2 -3 1 2 |4 =P(-)
0 -2 5 -6
1] 2 5 6 [4 =P(-1
0 -2 7
1) 2 7 138 =%EIP"( 1)
0 -2
1] 2 [9 :lEP"'( 1)
3!
0
1| ]2 =igp(4)(_l)
4!

p(x)= P(-0+ - Y (xenys P CY (e =4 g e Jo 18 Yo g Fr oo )f

41

4.5 Berechnung einfacher Nullstellen von Polynomen nach dem Newton-Verfahren

Det s einfache Nullstelle vo® (X = R(9g= O0und( $#

= R(9=(x- 90, () und B,( $# 0

Beachte: P;(s)= P, (9

Bemerkung:
Eine einfache Nullstells voR (%)  lasst sich nach dewton-Verfahren bestimmen hin
R (%)
X1 = X~ 5
LA

P (%): Berechnung mit erweiterten Honer-Sclze

Newton-Verfahren mit erweitertem Honer-Schema

Bsp: Man berechne die Naherumg= 0,95 einer Nullstelle vonP,(x) = x’ — ¥ =4 x+ 4 durch einen Newton-Schritt
(exakte Losungx = )1

1 -1 -4 4
0 -0,95 -0,0475 -3,845
0,95 1 0,05  -4,0475 (0,155 =PR,(x)
0 0,95 0,855
0,95 1 0,9 3,193 =P (x)
Verbesserte Naherung: x =0,95- _0’15953= 0,99¢
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I LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

1 Der Algorithmus von Gaul

1.1 Lineares Gleichungssystem (LGS)

% t...ta, X =g

LGS mitm Gleichungen
Xt ey =6

in den Unbekanntex .., x,
(Numerik:m= n)

Xt 8 X, = Gy

Matrixform
a, ... a,) (X% (o} A= Koeffizientenmatrix
: : Pl=l | = Ax=t X = Losungsvektor
a, - a.)x, C, C = Zielvektor

Erweiterte Koeffizientenmatrix

a; ... 8, G
(A| é) = N
S
Beispiel:
Komponentenschreibweise: Matrixform:
X —3%+5% =0 1 -3 5 (x 0 1 -3
2%, +8x,=1 2 0 2 8|ix|=l1 & |0 2
5x +7x,+3% =3 5 7 3 \x 3 5 7
1.2 Losbarkeit LGS’e
SeiAXx=T¢C LGS, wobelA quadratische Matrix
detA£Z 0 = AX=T eindeutig l6sbar
AX = ¢ unldsbar
detA=0 = - . N
es existierermo  viele Losunge
In der Numerik stets voraussgesetzfA quadratisch mit deA# |(
= es existiert genau el Mm%, = ¢ (% ist numetizu bestimme)

1.3 RuUckwartseinsetzen

Folgende LGS’e kdnnen durch Ruckwartseinsetzersgalérden

"il 'rin
\: Fl=|7
0 r?‘l?!

|rechte (obere) Dreiecksmatrix

Voraussetzung: Rregular, d.h. deR=,... 1, #
(= Losungx eindeutig bestimry
Bsp: GLS:
2X, + 2%, + 0%, = 6
T %t %=1
2%, =6
Lsg: % =3, x=2, x=1
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Bemerkung:
Ein LGSLX =¢ mit einer reguléren linken Dreieckmatriist I6sbar durch Vorwértseiatzen

! 0
NG
|z

1.4 Gaul¥'sche Algorithmus (Gauld'sches Eleminationsverfahren)

Def. Zulassige Zeilenumformungen sind:
(1)  Verteuschen zweier Zahlen
(2)  Multiplikation einer Zahl mit einer Zah# 0
(3)  Addition eines Vielfachen einer Zeile zu eia@deren Zeile
Satz . . - . S
Zulassige Zeilenumformungen verandern nicht dieubgismenge

Verfahren von Gaul3:
RUCKWARTS

mhayiyugaieX 0 B D~

Zeilenumformung R: rechte Dreiecksmatrix

Bsp:
-1 8 3)(x 2
2 4 -1x|=| 1
21 2)\x) (-1
-1 8 3|2 -1 8 2 -1 8 2
(Ab)=| 2 4 -11| = 0 20 5 = 0 20
2 1 2/-1 3:z§£.§ﬁ%[@f'zine 0 —15 — 4 g >Zeley(22e9 - -
0 0 —[—
4| 4
X+ 8% +3%=2
2 20x, + 5%, =5
X5
4 4
Losen durch Rickwartseinsetzenx, =5, x,=-1, X =5
1.5 Gaul-Algorithmus mit Pivotisierung
a, &y e Ay C
; 8, ... G| G 0 |a&,*| ... &% ¢ a,*: Pivot
C :
%o Oz % % gpomerrono- ' : :
: : s (2.Zeile)+:(l.ZeiléEéf% : a,* : mindestens ein;, #
Gu Bz oo Bl G (n.ZeiIe)+:(1.ZeiIé[éf@) . daA regular
= 0 ﬂaz* ann* Gy

max [a,, *F[g, * 0

2<j<n
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Gauld'sche Algorithmus mit Pivotsuche

gegeben (A|B) nx( n+1) -Matrix, Aregular deta Y

gesucht: (A| B) 2 (R| ) mit rechter Dreiecksmatrif

1. Furk=1,2,..n- 1 ( Spalteninde;
2. sucheg (r=j) mit 4, Fmax 3 a, : Pivot
3. tausche Zeile mit Zeile :
4. furi=j+1,..n (Zeilenindey a”
5. addiere da{—:iJ -fache der Zejle (iA 5)| ziige
i
Bsp:
11 9 2 2
(Alb)=|2 2 Q6| OEPIFFEIRM. |1 1 0 e
2 1 7 2 1
2 2 6 2 2 6
0 0 26 DA |0 -1
0 -1 1 0 O 6
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2 Das Austauschverfahren
2.1 Austauschverfahren von Stiefel

SeiA regular

W aes

By=Lsg vonAx=7y

Es gilt dan (ADA‘1 = E)

Bew: B[AX= By= %= Exfiralle x=> BA E= B

2.2 Variablentausch= 3

Yi = X+ 8%+ 83X "= | ;1(1 :22 ::

Yo S anXt A%t 8% = yl _ a: a: a:
— + + 2 1 2 2

Ya = Ay Xt 8%t asX, v=la, a, a,

Vertauschung der Variablex, undys,:

Auflésung der 3. Gleichung nach

__8 1 833
X =m= Xt — Y

&, A Ay
Einsetzen in die 1. und 2. Gleichung

Y1 :[an_ alth X1+% Y3+[ a5~ aiz%\] X

X

8, 2 2
Y, :(azl_azz%J Xl+% Y3+[ 3~ azz%) X
3
X Y3 %3
P PR
y, = 321_322% % 8, aﬂ%
1

* #3 F3
A= @ | 9| @3 %= Pivotsp.alte
yo=| ay | ap| a Y, = Plyotzelle
FY3= | dy  dyy Ay 8, = Pivot
I T ] < - Kellerzeile
! 33
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1. ersetze Pivotelemept durph
2. die ubrigen Elemente der Pivotspalterraes mitp™ multipliziert
3. die Ubrigen Elemente der Pivotzeilen e\t aus der Kellerzeile tbernomn
4. zuden Ubrigen Elementen wird das Produkt ansgleichzeiligem Element der Ritspalte
und dem gleichspaltigen Element der Kedkile addier
Bsp:
X% X
=2 2 o o xl:|o%15 1(21)(8
y,=]1 1 2 By =05 0 2
$p=12 1 1 v=| 1 -1 1
0O-10 °

2.4 Austauschverfahrans

gegeben: A nx m—-Matrix ( Anicht notwendig quadratis@th az
gesucht: A nach Variablentauscly  gegar

i s
¥ = i, af's
Y = oy |dr.s|
s |
[

ra

Allgemein (i = Zeilenindex k = Spaltenindgy

1. furi=1,.n i#r [i-te Zeilez Pivotzeile
2. furk=1,..n k#s [k-te Spaltet Pivotspalts]
i =a —g
3. bestimme |a, =38, — 3
as

ag: gleichzeiliges Element der Pivotspalte

%: gleichspaltiges Element der Kellerzeile

S

Pivotzeile
4, furk=1,..n k#s

|
£

5. bestimme|a, = ——| ~ Kellerzeil
&

Pivotspalte
6. furi=1...n i#r

7. bestimme|a, =8
&

Pivot

8. setzela, = —
s
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2.5 Matrixinversion durch Austausch

0 ETERRt-
Al

A reguldr( detz P B=A" (vgl. 2.9
Matrixinversion mit Pivotsuche

gegeben: regularenx n -Matrix
gesucht: InverseA™

Fa

. soll betrags-grof3tes Element s

ST

1. furj=1,2...n (j Spalteninde)
2 suchea, (r s<j) mit &, _maxd,
ik=j
3. tausche i\ die Zeilgn umnd , und di@lBy und
4 fuhre Austauschverfahrgnj , dur
5 ordne Zeilen und Spalten in natUrlicheigé

2 20
Bspl: Man bestimme die Inverse =1 1 2 (D-markiert: Pivo)
211
i % %
XX X i % X x| 05 0 -1
= 05 -1 0
y1 2 0 |:| msﬁsm Xl |:| gﬁr\@:@z_} yz 0'5 @ 0
,=|1 1 2 (w29 Y205 0 2 o v, 1 1 -1
.=]2 1 1 | 1 -1 1 02 0 0
i Y. %
x| 05 0 -1 i % % -0,25 -0,5 1
-0,25 -0,5 1 -
% |-0,25 05 0| mympr, X = A'=| 075 05 -
2 X |[-0,25 0,5 0
y.| 0,75 0,5 [-1 -0,25 05 0
x,| 0,75 0,5 -1
0,75 Q5 O
Probe: AMA*=E

Bsp2: Man lése das Gleichungssystem
2 2 0)\(x 3
1 1 210x,|=|1
2 1 1){x 2

Lsg: Xx=A'[®
-0,25 -0,5 1 0,7
0,75 0,5 - =| 0,75
-0,25 0,5 O -0,2

O £8Pt
X3 o Y2

Seite 21



Il LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME NUMERISCHE MATHE
3 Iterative Methoden zur Lésung linearer Gleichungssysteme

dominik erdmann
ingenieurinformatik
fh — bingen

3 Iterative Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

3.1 Das Gesamtschrittverfahren von Jacobi

gegeben:
a X ta,nt..ta x=h

QX+ BpXt. t ay X = b Az B B
| By Ay
aTIle + an2X2+--' + am >$1 = Q regularn:itai¢ 0j=1..n

(regulér: evtl umordnen

L auflésen nacl,

% = (b -a,%-... & )

a,
1
=— (b - -.. 1 3 i
X2 a22(b2 a'lel am)ﬁ) bzw: )ﬂ :a1_ b—zaK)ﬁ s |:1,...
" k=1
izk

X, :i(bn-fm---- 31 %)

Beim Gesamtschrittverfahren wird eine Folge itéeie¥/ektoren gebildet nach der Iterationsvorschrift

(m+2)

% 1 N
=| mit x™ == h-> g x|, i=1..n
x (™Y % o

X(m+1)
izk
Als Startvektor wahlt man in der Reg%‘f’) =0
3.2 Beispiel

5+ X%+ %=1
X 5% =2
x +  5%=0

Iterationsvorschrift
(mer) L (o (m ()
A

0
x™ = %(2_ x") 20 — g

X (™ = é(o_ x")

m| x™ | x™ X"

0 0 0 0 exakte Lésun
1| 0,2000| 0,400( 0 0,1304
2 | 0,1200| 0,3600 - 0,04C %=| 0,3739
3| 0,1360| 0,3760 — 0,02¢ -0,026
4

5
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3.3 Das Einzelverfahren von Gauf3-Seidel

Xlneu :i(q_ alzXzalt_ 313)(;“_--- 3 %alt)
X" :i(bz =3, X" gy & X
X = (b, - %™ 2, .. 8, x°)

3

k=i+1

)gneu:a_].-‘(b _(g(})&neu_i_ i % %alth

=1

A,

Beim Einzelschrittverfahren wird eine Folge itetéerVektoren gebildet nach der Iterationsvorschrift

(m+2)

X

S(m+ . . m 1 i-1 e n Xk
= mit )g( 1):_(b—2@<)§( j)+Z: a %(”)j )
Xn(mﬂ) aji k=1 k=i+1 Xk = alt

(m+1) A

=neu

Als Startvektor wahlt man in der Regﬁ‘f’) =0
3.4 Beispiel

X+ X%t x=1
X +5% =2
x +  5%=0

Iterationsvorschrift

X = é(l_ X = x{ n))

0
x,™ :%(2—@”“) - o) <9 —| o
0

x (™ = é(o_ x(™ - 00 ™)

m )i(m) )&(m) )g(rﬁ

0 0 0 0

1| 0,2000( 0,3600 - 0,0400

2| 0,1360( 0,3726 — 0,0272

3| 0,1309| 0,3738 - 0,0261

4| 0,1304| 0,3739 - 0,0261

50,1304 0,3739 - 0,0261 ~ exakte Losung
50,1309 0,3741- 0,0259 ~ Gesamtschrittverfahre
Bemerkung:

Einzelschrittverfahren konvergiert im Allgemeinegsber als das Gesamtschrittverfahren
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3.5 Konvergenzkriterium fur Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Satz: Das Gesamt- und Einzelschrittverfahren kagigger wenn folgende Zeilensummenkriterien erfsilttd.

a,
N 8y, . .
dla < la diagonaldominant!
k=1 i=1..n
izk
a; :Diagonalelemente oAy
a, :Betragssumme der Nichtdiagonalelemente
|Eventuell Zeilenumformung erforderli¢
Bsp:
150 51
5 1 2| OPMHYMMET. |1 5 0
1 2 5 1 2 5

Beweisskizze:

I
Ax=b = (D+L+RXx=b = De-(l B* b= ~x Ij(—( i )7)”4;( D b= ~“x B
5{_/

Iterartionsfolge (Gesamtschrittverfahren):
Y =T 39 + ¢ %% Startvektol
Matrixnorm |[T|| = max ITx|

[Tl <1, wenn Zeilensummenkriterium erfillt |

I3 =+ |

Esgiltt | x -x¥k

1
AX=b

I koo, dafT|<1
0

3.6 Mogliche Abbruchbedingung beim Gesamt- bzw Einzelschrittverfahren

Hy((k) )

Abbruchbedingung: = <¢g

X(k)

0

rel. Fehler zwischer®) urid*™

a
[l =maxla | a=

I<isn

a,

Bsp: |(1L4-4), = maf |1].14H B+
|(e,-15,0,3| = 1t
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3.7 Verfahren zur Lésung von LGS’en

Methode Bemerkung
Gaul3-Algorithmus Rundungsfehler, relativ leichtgmaommierbar (Pivotsuche!), nicht sinnvoll fir grdZaSe
(n<10)

Austauschverfahren

Rundungsfehler, Mitberechnundroerse, (empfehlenswert, falls Berechnung fir
verschiedene Zielvektoren), nicht sinnvoll fir geal3

Cramersche Regel

Ubermafiger Rechenaufwanmi B, (Berechnung der Determinante), sehr empfshlert fur
n=2

Gesamtschrittverfahre

n

sehr hohe Genauigkeit, Wrestdnden keine Konvergenz, (falls nicht diagoodthant), sehr
leicht programmierbar, sinnvoll fiir groRe LGSe

Einzelschrittverfahren

sehr hohe Genauigkeit, udtastanden keine Konvergenz, (falls nicht diagooadthant), sehr
leicht programmierbar, sinnvoll fiir groRe LGSe
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1 INTERPOLATION
1 Grundbegriffe

1.1 EinfGhrung

EPRE A Koy X, s B A o i ' X X Ky Xy
P(X)=g+gX+..¢R lineare Interpolation quadratische Interpol.  ubische Interpolation
1.2 Definition
Interpol.
polynom
Srutzwerte P Knoten Wertetabelle
n
o X% X - %
flfo fo f
ETE) x Fa x _ _
P(T() innerhalb=Interpolation
Stutzstelle  Tnterpolation  Bxtrapolation aullerhal= Extrapolatigr

Def: Die Stitzstellen hei3en aquidistant, wepp—x = h fared®,...n-1 d.h.x= %+ ih

Felstlegung: x # x  fli # |

1.3 Satz
Zun+1 verschiedene Stiitzstellgn... x, mit den Stitzwefte.. f,
gibt es genau ein Ponnoﬁ( x) héchstens vom @Grad  mit

P(x)=f| furi=0,..n

Bew: Ansatz: P (X)=¢+gX+...¢R
Bestimmung dec,,... G, durch folgendes LG

P(%)=g+..6% = § 1% x")(g) (1

P(x)=¢+...¢ %" = S E =]
P(x)=¢g+...G%" = T, 1 x x'Ne) U
“Vandermondsche Matrix
1% X
HE T (eex)
1 Xn Xnn =,>kk=0,..n
=(%=%) (%= %).--( %~ %)

(a=%)#20 (x#x, i#K
= Matrix regular = ¢, ,..c, eindeutig bestimr
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2 Lagrange — Interpolation

2.1 Lagrange — Polynome

Seix, X ,.. %, Stiitzstellen. Nach 1.2 existieren eindebgistimmte(n+ 1 Polynomg (x) vom Gra mit

X% | % X o % %
L(x)|o 0 .. 1 0 0

L, (%) heiBt dann Lagrange - Polync

Die Lagrange — Polynome sind gegeben durch
(= %) (%= x) (= ) (e X)
Li (Xk)_
(6 =%) -0 = x0) (x= Ka)--(X= &)

Hangt nur von den Stitzstellen ab!

Bew: L (x)=0 furizk, L(x)=1

2.2 Beispiel

Man bestimme die Lagrange — Polynome fur die Stgiles x, =1, x =2, X =06
X=X ) X= % x=3)( x 1
WP L NE 16 T

(%=x)(%-%) (1-3)(1-9 e
_ (x=%)(x=x%) _(x1)(x6)
R ey P R e car R R LG
o mx)0ex) (e 1
= (%-%)(%-x) (6-1(6-3 D09

2.3 Interpolation von Lagrange

gegeben sei die Wertetabelle
X% % .. %
flfe £ f

n

und seierl; (x) (i= 0,.n) die zugehdrigen Lagrang®lynome

Die Funktion
P()= fL()+ LY+ fL(]

ist ein Polynom hochstens vom Grad  ni( x,) = f,
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2.4 Beispiele

|1 3 6
(1) Man bestimmez)g 51 3das Lagrange — Interpolationspolynom

P(x) =21, (% +1L (4 +3L (3

=255 (x=9)(x- g (x §+ 33 Y x- y=—_ %

43 1€
15 30° 30 5

Probe: P(1)=2, P(3=1 P(§=:

(2)  Man extrapoliere die Tabell

_—P_x
ol o
ol -
NI
ol w

X) = X)+5L( X+ - glx 7Y +5(
PO)=8L 09+ SLY+ 414 = B0y o3 S (3 " [z W 2 1

P(3)= sf?ﬂ+ saf—tlh 49%2= 5
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NUMERISCHE MATHEMATIK

3 Newton — Interpolation
3.1 Newton — Polynome

gegeben seien die Stiitzstelignx, ... X,
Die n+1 Polynome

N, (x) =1
und
|Ni(x)=(x— %)...( = ¥-1)| i=1,... n

vom Grad heiRen Newton-Polynom. Siesaftwinden an den ersten  Stitzste

> i 1. No(%)
3 /4 2. N(¥)=(x=x)
3. N ()= (x=)(x x)
o A s =) ) )

3.2 Newton — Interpolation

X

Zu der Wertetabell

:jo ]):1 ist ein InterpolationspolynBfx) gegeben durch

i

o o f

|
| .
P(X)= N (R + 6 N( 3+ b, N{ Y+ f, N( X=

B G0 R G (% (% X))

Die Koeffizientenf, ; heil3en dividierifferenzen und lassen sich durch die Rekursionsébr

fix= f—i""k_l =t i <k
X X
Newton-Formel
bestimmen.
BSp' £ - f1,...4_ fz,..s fo= fo - f1 fo= fl_ fz £ - fO,l_ fl,z f - fO,l,Z_ f1,2,3
" 1,...5 0,1 1,2 0,1,2 0,..3
X=X XX X=X X =% X=X
estimmung derf, . mit Hilfe des Differenzenschemas (Schema von Newto
Besti g derf, ; mit Hilfe des Diff h Sch N
f. |1.Stufe| 2.Stufe| 3.Stufe...|n .Stu
X fo
f0,1
Xl f1 f f0,1,2 f
1,2 f 0,..3
X2 f2 f 1,2,3 . . ey
f 23 f obere Hauptdiagonale wird bendétigt
X3 3 01,..n
. . fn_ )
Xpa | foa f fnfz,nfl,n S
n-1,n
X n
Bsp:
x | f|1.St] 2.St| 3.S 1 Stufe: 0= 1-1 1= 1- 3 _ 2-5
0|1 0 0-1 1-2 2 2-4
11 1 7 -¥ 2.Stufe: 1.0-1 1.17%
21 2 y % 12 2 0-2 6 1-4
3
415 ’ 3.Stufe: —i:%_/ys
12 0-4
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Beweisskizze von (*) (siehe 3.2 Newton-Interpaati Formel)
Ansatz: P(x)= f,+ f.(x= %)+ f (x= x)(% )+... mit B XY=
P(x)=f,

— — _h-f _fo-f
fl_P(Xl)_ fo+fo,1(xl Xo) = fo,l_xl_xo_ % - %
f,=P(x)= f,+ fo.(X,= )+ ford X;= x)( x5 X) (alle weiteren Terme fallen weg> X, = %, ))
fo— 1
X=X
fo— 1, _fi-f,
figsen _o %% x=% _ fa
DM == . T eox,

Vorteil des Newton Verfahren:
Bei Erweiterung der Wertetabelle keine Neuberecgrdes Newton Polynoms erforderlich

3.3 Beispiel

Lsg: Newton-Schema

X fi 1.St| 2.St] 35t 4.S
-1 1 .
0| O I A
0 Yas 19
1 0 % _Azo
2 ~%
3| 4 5 —%
4 | -1

P(X): f0 NO(X)+ f0,1 Nl( >§+ f0,1,2 NZ( >)+ f0,1,2,3 Ng )("' f0,1,2,3,4N(4)(
=1-3(x+ 92 (0 Y(x- G+ (xr J0x Qe Jmi e Hox P W x 3

=g, +ax+axX+axX+ak , 3. a=?

Normalform
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3.4 Umwandlung der Newton-Form in die Normalform (exemplarisch fi¢4)

PI3) sr & (X %) O ) e e gt ol % J( 2 K0 g b ok e Lo x

—

P(x) = a+taxtaf+ak+ ak
form

P()={[(a(x %)+ ¢)(x %)+ ¢]( x 3+ $( x I+
P(X)=~ o (x+1)(x-0) 3P Jo— (e I G+ Jo e I x - x e

modifiziertes Honer Schema:

C4=_% C3:2_14 szé ¢=-1 G =1
—X, =3 -x,=-1 -x =0 % =1
19 st 0 .
40 60
_1_9 E‘ _i -1 0=4a,
120 60 60
-1 0 1
19 0 1
120 60
19 81 1 _61_
120 120 60 60
0 1
0 il
120
19 81 79 _
120 120 120
1
19
120
19 31
120 60
19
=2 =g,
120

(x) :—ﬂ' +£ e +31X°’—£ X
60 120 60 120

Anwendung:
(1)  Inder ersten Zeile beginnend logi{-x,)+c,=  2.r&mt in der 2. Zeil
(2)  (Diese Element{-x,)+c,= 3. Elementin der 2. Z

(3) fortsetzend bis Ende der Ze
4) Diex werden in der 2. Zeile um eine Riosi nach links verschobe

(5) Gleiches Schema bis Ende der Zeile aipth der letzten Zeile alleine ste
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4 Spline — Interpolation

4 Spline — Interpolation

4.1 Einfuhrung

B (x)

2(x) 2]

R(x) E(x)

kubische Spline-Interpolation

lineare Spline-Interpolation quadratische 1$plinterpola.
(die am meisten verwendete Form)

4.2 Spline — Funktion

X% X - %
F(X) %,
W% % oy (%) :[%. %]

geg.
Eine FunktionF (x) in[x, x| heiB{ kubische Spfanktion, wenn

(1)  F(x) istin jedem Teilinterval[ % x,,] i= 0,.n— 1ein Boom 3. Grades, d.
F()=R(¥=a+b(x N+ o x 07+ d x ¥ in[ x

(2)  F(x) erfullt die Interpolationsbedingun& (x ) = y

(3)  F(x)istin[x,%] zweimal stetig differenzierb

Stetigkeit vorF (x) P(x)=P.(x)

S , ; . Anschlussbedingunge
Stetigkeit vorF' (x) : [P (%)= P, (x) 21 -1
Stetigkeit vorF” (x) : P (x) = P." ()

(4)  F(x) heiBt naturliche Spline-Funktion, weanRerdem gil

[F"(x)=R(%)=0] und [F'(x)=FR(x)=¢

R{x)

() | aE &HE

/*\_// 7 "glatte” Fortsetzung
der Tangente

I TS B Fpt Fp

Krimmung einer Kurve:

Def:  Krimmung ol
=i “
i
Satz: k(%)= (%)
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2@ 8k
k() R (%) - P (x) = klx)
I~ (ST Y LG

1 i+

4.3 Bestimmung einer natirlichen kubischen Spline — Funktiom E2)

Yo b

Ya

! . .
EN x Xy

By =x—x =5

gesucht:

C[R(X); %= x<x -
F(X)_{F’l(x): X < x< &} t
R(=a+h(x %)+ g(x ¥+ ¢ x ¥’
R(¥=a+h(xx)+ ¢l x ¥+ d x ¥

ZU bestimmen:

8, by, &, &y a, R G g

LOsung:

R(x) =k +26(x %) +3d( x ¥’
R(¥)=h+2g(x x)+3d( x ¥’
Ry(%) =26 +6d,( x- %)

R'(X)=2¢ +6d( x )

o

Bedingung 4.1 (3) ergibt:

P(x)=R(x) = a=a+hh+ gf+ 4§ @)
P(x)=R(x) = h=h+2¢h+3dHK )
R'(x)=R(x) = 2¢=2¢+6dh = ¢= ¢+3d} 3
Bedingung 4.1 (4) ergibt:

R(%)=0 = 26=0 = =0 (4)
P'(x)=0 = 2¢+6dh=0 )
Bedingung 4.1 (2) ergibt:

F(%)=R(%)=% = &=y (6)
F(x)=R(x)=% = a=y 7
F(%)=R(%)=Y = a+hh+ch+ dfi= y 8)
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LGS der Spline-Funktion fim = 2

&% kb ¢ d a h ¢ d
@1 h K K -1 0
(2) 1 G R -1 0
©) 1 3y -1 0
4) 1 0
() 2 &h| 0
® 1 Yo
(7 1 Vi
®) 1 h K Kly
Es gilt:
®) @) ) ® ®)
H=Y &= Yo G=0, doziv q:_%
Restsystem:
b, b o
@|h O %hf %~ Y%
21 -1 h, 0
@0 h W-Zn|y-y
I?I
Es folgt:
Dyi-y 1 O%-%_2
b =2 =2-2ha B2 hg
(i) _ — yl_yo_i Yo ¥ 2 _2 _1 YT Y Y%
naZhh = B tpe Yt Zne o el g g XA s
2+
— 3 Yo% Y™ Y%
A 2(m+n)[ R h J
Algorithmus:
gegeben:x0 5| %
Yo | i | Y2
gesucht: naturliche kubische Spline — Funktion
x={%<x>=ae+ta<x— X+ 6(x A x B x F
R(¥Y=a+h(xx)+o(x ¥+ d x § & x x
2= Y a=¥% G=0
!
cl=3 1 [yz_yl_yl_yo] hO:Xl_XO
2h+h{ h hy h=x%-x
!
“h¥% 1 =Y"%_ 2 =5 g4=-4
b==r=e-gah, B=ESCah ds gk, d=
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4.4 Beispiel

Man berechne die natirliche kubische Spline-Funkfiin die folgende Tabelle:

x| 1 255

y (1,2 1,9 3@
Ldsung:

a8,=12 4=19 =0

_2(_ 1 )(3-19 19-12_ oo,
315+ 25 25 15

19-1.2
== --(-0,0) (1,5= 0,4716
=05 T3 3
b, =0,456
dy =- 291 5 0022
30,5
d =29~ 0013
3[2,5
£ () 1,2+ 0,471€x- }- 0,002%- )1 ,x0[ 1|35
o) =

10+ 0,45€x- 2,5- 0,00x-2,5)"+0,001¢x— 2,5 , xO] 2,5|]}

4.5 Bestimmung einer naturlichen Spline-Funktion fur belielbiges

X | % X o X4 X
Vil Y% % oo %

Algorithmus zur Bestimmung der Spline-Funktion

0,n-
P(x)=a+b(x x)+ ¢ * iX)2+ o *i))3

Bstimmung der Koeffizientea i ¢ d i=

(1) setzea=y ¢=0¢G= 0
IC:OHIi'I'fggrt‘)Be

(2) lose furdieg (i= 1,.n- )] dasLC

h—1Q—1+2(h—1+ h) £+ hinz?{yﬂl— Y_X- YI] =1...n1
h h.
Matrixform (Tridiagonal-Matrix - symmetrisch)
Z(ho—"n) h 0 c yzr_hyl_ys,r_byo
h  2(h+h) 92 ey vy
o 2Rrh) ok dil=s) TR R
h.
Yo" Yoa _ Y1 T W
0 hn—2 2(h1_2+h1_1) c, m 1 _ 1hn 2
-1 -2
Bemerkung:

LGS numerisch l6sbar mit Einzel- oder Gesamttivlerifahren (Zeilenkriterium ist erftllt)
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(3) bestimme

h = yi+1_yi _(ZCI +Q+1)h
h 3 _
i=0,..n-1
d.ZQH_q
I 3h

Bsp: Man bestimme die natlrliche kubische SplinakfEian fur
X | 0 1 8 27 64

012 3 4
R(I=a+b(xx)+elx '+ d x ¥ . %[, xx F0128

Wertetabelle fuﬁ&

Lsg: h:XJrl_)l(
hy=1 h=7, h=19, h= 37

(1) a=y, a=0 a=2 a=3 ¢=0 HifsgroBe: ¢g=
(2) LGSfurdiec (i=123

yz_yl_ya_yo
2(h+h) b 0 (g nooh
Il 2(h+hz) I,,b CQ :3[] y3hzy2_y2nyl
0 h, 2(h+h)) (g
( ) Ya=™Ys_ Y57 %
h, h,
=
2-1_1-0) (_18
o o 1|
7 52 19|0c, |= 3-2_ 1 |_|_36
0 19 11 19 7 133
S S N
37 19 703
Lsg: ¢ =-1,69015110
¢, =1,89734110°
¢, = -3,904531C°
_yi+1_yi 2(1"+(r"+1 .
3 = - :
) b h 3 h
b, =1,05634; b = 8,87323; b=~ 1,62969 10 b= 1,23339%
_ZQH_Q:
I 3h

d, =-5,6338401C° ; d, = 8,95183 10 ;d,=- 4,01367 10 ¢,= 3,5I76°

R (x)=0+1,05634 x- 0+ @x— I - 0,0563¢4 )d
F () R (x)=1+8,8732¢x- }- 0,1690%- )1+ 8,951831(x )’1
X) =
P, (x)=2-0,16296¢x- B+ 0,0189734&- )8~ 4,0136710x- )’8
R (x)=3+1,23339010 (x- 64~ 3,90453 T{ x- P4 3,5176 Y0x- )64
Anmerkung:

Die kubische Spline-Funktion ist im Intervall déctl genauer, wie z.B die Newton-Interpolation

27<x< 64
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IV  APPROXIMATION

1 Einfihrung

1.1 Interpolation und Approximation

Interpolation Approximation
1.2 Beispiel

(9] y=a+wt  w:Geschwindigkeif con$
a ¥

t |0 3 47 8 1C
Y |1 4567 1

Approximation tabellarisch gegebener Werte

diskrete Approximation

- [ i 6
D REEwN s= r* =min r : Residuun

A HI N N B =1

1.3 Stetige Approximation von Funktionen

Gaul3-Approximation Tschebyscheff-Approximatio
X
o (%) o ()
Sw
/(=)
/(%)
a b 7 kB

(f (x)- fappr(x))2 dx=min g=max |f (x)- . (x) £ min

x{ab

™
1
D C— T
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1.4 Approximation durch Taylorentwicklung

n £ (K
i(9=3 g (y
k=0 k! N
Restglied

fappr(X)

Taylorpolynom
Bsp: sinx -~ x—l X o2 X —... (Taylorentwicklung
p: 3l 5 X y

Bemerkung: gute Naherung nur um den Entwicklungkpu

1.5 Satz von Weierstral

Zu jeder stetigen Funktiofj [a bl -~ R und jedemn

Genauigkeit durch ein Polynom approximiert werden.

Beweisskizze:

Bernsteinpolynome|B, (x) = y f(Ej X (1- X"
0

Esgilt: limB,(x)= f(x)

n- o

0 exisértPolynonP( x)
mit | f (x)-P(X) K& furallexd[ a,§ , d.h. jede stetige Rdion kann mit beliebige

fh — bingen
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2 Polynomapproximation nach der Methode der kleinsten Quadrate

2.1 (Gaul3sche) Methode der kleinsten Quadrate

gegeben:

Methode der kleinsten Quadrate

Verfahren zur Bestimmung einer Naherungsfunktion
Polynom (n- 1) — ten Grades

P(X)=G+gx+... ¢ X" *

mit

(m-1=n InterpolationF = (

2.2 Normalgleichung

Die Koeffizientenc, ..., von 2.1 (*) lasserch bestimmen durch das L(

a6+ 3,0t 3, G =
BuG* BpCot. 8 G =

anG+t 3,6+ 8,,C,= b,
wobei

a, =Y. x“"?lund|h => {7 kl=1,..m
i=1

iy

Bemerkung: (1) Matri>(qk) ist regular, d.hc,,...c, eindeutig bestimmt
(2)  Matrix(a, ) ist symmetrisch

2
n

Bew: F(c...G,)=> | g+ Gx+... ¢ ¥~ f| =min

i=1 P(X)

Notwendige Bedingung:

oF " ! i
o T0= 22 arex g f)Ox
G i=1 inm

&ulRere Ableitung

Ableitung
= Ozzn:(cl+c2>§+__.q1>,€“*"’2)—zn: fOx<*
i=1 i=1
SR I AT D IF SIS UL Y (e
i=1 i=1 i=1 i=1
A e Bm by

= 8,0+3a,6%+...3,6,=h  ( kte Normalgleichuny
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2.3 Beispiel

Nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimnmmezualer folgenden Wertetabelle (Melreihe) eine
Approximationsgerade (Ausgleichsgerade / Regresgenade)

x| 0 1 2 3 4
f,[-3,00 -1,02 1,04 3,01 4¢

Lsg: P(X)=g+cx (m=2)
Normalgleichung
{aucﬁ a,C, = ta}

8, G+ a,C= b,

3 =2 X" = T k=12

i x° X! X f fi X
1 1 0 0 -3,00 0
2 1 1 1 -1,02 -1,02
3 1 2 4 1,04 2,08
4 1 3 9 3,01 9,03
5 1 4 16 4,95 19,80
> a,=5 a,=a, =10 a,, =30 b =4,98 b, =29,89
Normalengleichungen
5¢c, +10c, = 4,98
10c, + 30c, = 29,8¢
LOosungen:
4,98 1
129,89 30 _ 4,98[B0- 29,89110

= = =-2,99

5 1 50

10 3

‘5 4,98})
_j10 298 190

Ausgleichsgerade: P(x)=-2,99+ 1,9%

2
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3 Gaul3 — Approximation von Funktionen
3.1 Definition

(1)  C[a b =Menge aller stetigen Funktiondn[ a i ~ R
(2)  Ein Funktionensysterd, 4, .., #, mit0C[a bl heiRtdar unabhangig, wer

;/]i [# = Nullftgklion = A=A=..=4=0

@y, 9,.....9, heiRen dann Basisfunktion

Beispiele
(1)  Die Potenzfunktioneg, (X) = 3,(x)=x ¢,(X =X ... ¢,(¥= R sind linearabhangig( Basisfunktiong

Bew: Z/]i $ =0 = A+Ax+A,X%+...+%xX =0 = Fundamentalsatz der Alget
i=0
= A =A4,=...=4,=0 = linear unabhéangi

(2)  Die Funktioneng, = six ¢,(x)= 2 sin.,. ¢,(¥ = nd six sind line#shangi

1 2 ¢r|
Bew: 1—7 ALsinx + leZDsmx+...+ v]?nDsm(
P o
)
: . _n(n+1) _oon(n+D)
=sinx+ 20sinx+...+ nOsinx-————~0Osinx=( *+ 2...+ )0 sikc——20 sine
2 - 2 2

2

= linear abhéangig
B A (X)=sinx, @, (¥ =sin(2) ... 4, (X= sifny
W (X)=sinx, @,(X) =sin( 29 ... ,(XN= sif ny

sind Basisfunktionen
3.2 Skalarprodukt von stetigen Funktionen

Das Skalarprodukt voh gJC[a i} ist definiedrdh

Def.

(f.g)=]f(x)tn(¥d

D ey T

b
Bsp: (sinx,cosx) :I sirxC] cosdx

a

3.3 Gaul’d — Approximation

gegeben: Basisfunktionery, .,. ¢, untidC[a b]

gesucht: Koeffizientena, ,a, ... ,g, der Funktio
P(x)=a (X +..+ 3 2,( %,

so dass

n

(f(x)- P(x))2 dx= min

D —— T

P(x)
e TS
f(x)
7 b
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Algorithmus zur Bestimmung dey, a,, ...,
Die gesuchten Koeffizientea,, a,, ..., g, sind Losungen des LGS

(80:80) (80:8) - (B02a))(3) [(f.80)
(6:60) (900)) - (Pu00) | & |_| (T.4)

Normalgleichung

(0.8) (8.8) - .0))\a) (1)
detA hieRt Gramsche Determinante der Basktionend, ... 4,
Bew: Ansatz: P(X)=a@,(X+...+ 3 @,( %
Fa..., an)=Jj( ()-8 @o(A-..- 3. (3) o

Z—:=%:(f(><)—ao@>o(><)—~--anﬁﬁn(%)z d><=i2( (3= aBo( X—.— A, ( W(-¢.( }§ dx0

= [ (9T (98B (ABu(R++ 2t (I (3) de0

a
b

o[ dy (), () der+ ngpn( #.( 3 dx:if(x)Dfi(x)dx

a

(4, .#0) a,(4i.¢n) (f.9)

= a(8.0,)+...+3,(4,.4,)

(f.4,) i-te Normalgleichung
Bemerkung: @, ..., #, Basisfunktionen =  Gramsche Determinad&A# 0 = (g, ,...,3) eindeutig bestimr
3.4 Beispiel

Man approximierd (x) =+/x ifa ] = {% }1 durch die Basisfunktioggr=1 undg, (x) = x

Lsg: Ansatz: P(x)=a@,(X+ al,(N= a+ al>

(e es=(=((r5))

(0:95) = de= 0,9375 (¢.0,) = sz [eix= 0,33325:
(¢..00) = (40.0.) = j x[tx= 0,498047 (f.8,)= j&[ﬁxz 0,65620

(f.9.)= T&D(Edﬁ f Db 0,39960¢
i I
0,9375 0,49804Y(3,) ( 0,6562
[0,498047 0,333251(:;11]_[ 0,3996E
Lsg: a,=0,305603 a = 0,74239
P(x) =0,305603 0,74239% £(x) = P(X)-Vx

1 0.2 04 0.5 08 1 o3
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vV NUMERISCHE INTEGRATION

1 Einfihrung

Nicht analytisch lésbare Integrale:

b 2
.[e’x dx
a

'tftanxzdx

a

b .

SINX
S g
2 X

Inpolation bera b|

mk [t (x)ax= | P} o

a a

f(x) Verfahren zu aufwendig und ungenau

Interpolation Uber Teilintervalle

5

R

7 (=)

Z Zy b
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2 Newton — Cotes — Formel (Formel fir Segmente)

2.1 Lagrange — Interpolationspolynom

B (x)
7 ()

Jo| A 1o

! i f ! !

{%, %, ..., %} aquidistant, d.hg = x+ iCh

SeiP, (x) = f,L,(X)+...+ £ L,(X das Lagrange - Interpolationspolyn

Fur die Integration

F=[R(xde=] (3 d

gelten die Newton - Cotes - Formeln;

h=1: Sehnentrapezformel
A(x)
I
5 A F= E( fo+ 1)
A A
I=h
h=2:

F =|€(f0+4f1+ f,)

Bew: Langrange — Interpolationspolynom
Furs= ik,
h

gilt: x—x = 4F
X=%=x=(x-H=x x+ = gk k( 810
Xx-%=x-(x+H=x x- F &k &( s1)0

R (X) = f () + K04 (X + f,0L(%
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:70]; s-1)[dls- jDrj s 1( s])[kjs—Dﬁ s) & s

2 4

3 3

=%thO +_gth1+?1;th2 =éh[ﬂ f,+40f+ f,)=

h=3: 3 -Formel

—8h( f, +30f, + 30K, + f,)

1=3h

h=0: Tangententrapezformel
>a\\ I
i F :l |:f
= H“‘a f(x)
Ty
1 23l

h=1{

2.2 Formeln von Newton — Cotes

Allgemein gilt: F = IP dx—IEEa Of ,Zn:ai=1

i=0

Tangententrapez F =l Efyz

Sehnentrapez F :IE( fo+f,)

Simpson F =|E( fo+4f, +f,)

3% — Formel F =gh( f, +30f, + 300, + f,)

Fefrlge,, = [l Rds)- f(=d(se( o) o

=X 7%

|—6( f,+40f+ f)
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3 Numerische Integrationsverfahren
insbesondere Sehnentrapez- und Simpsonverfahren
3.1 Definition
gegeben: f: [a, b] - R eine Funktior
Zerlegung vor{a b] :a=x< x< %<..< x=t
. . b-a
. =% +ithmit h=——
X =% m
7(=)
a=x, & X b=x,
Bk ko L
Zn I 4 Z?::,{
b n-1 %+
Es gilt: If(x)dx=2jf(x)dx z=a, z=1
2 i=0 7
n-14+ b Zy
bzw. F= j P(x)dx=j f( X dx j R 3 dx Berechnung durch Newton-Cotes-Fdm
i=0 7 a 7
3.2 Tangententrapezsumme
A % h'f};
D 7
‘ b
| F=hiff,+f,+. .+ ) =[f(x
f&l ‘ff fz Riemansche Summe a
a=zx X X b =
)
3.3 Sehnentrapezsumme
n=1:
- 7(®) F :D(f0+ f2)+D(f1+ f2)+...+—h(fm_1+ f.)
h T 2 2 2
E(JEI"'J‘I) h b
rls F=E(f0+2f1+2f2+...+2fm_1+fm) =[1(x)
a=x; A K b =z, Trapezsumme a
Bk
3.4 Simpsonsumme
n gerade
p _h h h
} F _§( f,+4f + f2)+§( f,+4f,+ f4)+...+§( foo+af _+f)
b
‘ F =2(f0+4f1+ 2f, + af 4 2f 4. 4f+ 1) = [ () &
d = ;I{U X Xy — Simpsonsumme a

b
Sranrg)
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3.5 Beispiel

1,8
Man berechnq. ImOxI mitte
1

a) Sehnentrapezsumme
b) Simpsonsumme
mit der Schrittweitdr= 0,2

Lsg: a) Fz%z(ln1+ 20n1,2+ Znl,4 Z1In1,6 Inl)B= 0,25¢
b) F= 032(In1+4|]n1 2+ Znl,4 4In16 InlB= 0,25¢

exaktes Ergebnis: Iln x[dx ={ xOn x- )1 =0,258C

3.6 Fehlerabschatzung
(1) Fir die Sehentrapezsumiie ¢
b
[f(x)ax-F =—b—2an"( XK fir ein x| a, i

und demnach

b

|I (x)dx [ M, mit M, _bT max | (%) ||

xa,b]

a

Fehler geht mib?> gegen 0

(2)  Fir die Simpsonsumme gilt:
b-a

[ £ (ax-F, =-2-20k (40t forein [ .

a

und demnach

b

. b-a
f(x)dx-F kM, [hH* mitM,=——m
MY 2 M, 180 xlad

a

ax |19 ( %)

Fehler geht mib* gegen 0

Bsp: Man gebe eine Fehlerabschatzung
a) Sehnentrapezsumme
b) Simpsonsumme
far

1,8
jlnxdx an. ( Schrittweiteh= 0,k

’ 1 1 n
Lsg: f(x)=Inx f(x)=;, (%) — "(X=—=
b-a " 0,8 1
VM=) ET R e Y 0

= |[Inxd«-F k0,41 = 0,4( 0.} = 0,01

1

= 1,6M10*

h=0,02

1,8-1 1 -6,08 6_ 086

, = — F—— max—=
180 XD[1I18} x* ' 180dudx 180

18

b) = |‘1|‘Inxdx— F k 0,0261 = 0,026 0=

= 1,6010"

h=0,02

4,76 T

>$|ov
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3.7 Bemerkung

Sehnentrapezsumme exakt, wér) linear

Simpsonssumme exakt, weh(ix)  quadratisuh kubisches Polynol
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VI NUMERISCHE METHODE ZUR LOSUNG GEWOHNLICHER DGL
1 Einfihrung

1.1 Anfangswertproblem (AWP)

Gesucht ist eine Losung x) ~ von

Yy =t (%% ¥, YY)
y(%)= % Y(8)= % . Y(%)= ¥

AWP n-ter Ordnung

AWP 1. Ordnung
y=1(xy). %)=y

Beispiele
W y=y y0)=2

Lsg: Allgemeine Lsg: y=C &

Lsg des AWP: y( §=C ®= 2= C= 2= y= X
2 y=xX+Yy nicht allgemein l6sbe
3x° + 2y
2x+ 3y
Analytische Lsg: y*+ &y+x = 1 ( nichtnach auflosh

(3) AWP: y' =-

y(0)=1

1.2 Randwertproblem (RWP)

Gesucht eine Losung(x)  der DGL
y(n) = f(x’ y, y’_“, )9"]_1))

dien Werte der Funktion oder einiger ihrer Ablegen an mindestens zwei vergagenen Steller  annimr

Beispiel: y"=f(xy,y) mityd=1y, Y Bh= y RWP 2 Ordnun
y'=f(xyy) mty(d=1y, ¥ Bbh=y RWP2. Ordnun

Bsp: RWP: y'=x-2, y(0=2 y()1=-.

3 x?
Allg Lsg: y':§x2—2x+q, :7—>3+ CX ¢

Lsg des RWP: y( P=c, = 2, y( )1;%— 46+ 2- 1> ¢=- 2

X3

= y=?—x2—2,5x+ 2
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2 Das Polynomzug — Verfahren von Euler
2.1 Richtungfeld

Durch die DGL 1. Ordnung = f(x y) ist ein Ricingsfeld festgelec

. '_—/
5 P - R Losungskurvey(x) mit Anfangsbedingux ) = %
element
Al /
T T P
Steigung: y'(%) = f( %, %)
y (%)= (% %)

2.2 Das Verfahren von Euler

gegeben istdas AWPy' = f(xy) .y %)=

h A . .
h = Schrittweite
F3
Ja
¥ Yer "W N "% _ -
yy— Ty V6= 06 %)

E S TS

Steigung: y'(%) = (%, ¥%)
¥ = Yo+ hOf( %, %) =
Y, =y + h|:|f( X ){)z

X)

Y
A %)

Der Polynomzug mit den Eckpunkté¢®, v,) 0

Vi = Vi + hOF (%, )| ¥ gegeben
liefert eine Naherungslosung der exakten Loy

Bsp: Man bestimmen mit dem Verfahren von Eeli@e Naherungslésung des AW
y=y y0)=1
im Intervall[ 0, . Man wahle als Schritéiteh = 1/16
1 2 3
X, 6 16 16
Y|l 2 2?2 2 .

Lsg: f(x y)=vy

Veer = Y+ NOF(X, %)= y+ —Dx——Dx y= {0)=1
1 2 3
0 — = = 1
5 16 16 16
16
Vi 1 1'-1 0625 (17j = 11298(17j = 1,1995.. [ié] = 2,637
16 16 16 1

y(%)=¢€|1 10644 1,20623 1,20623 ... €= 2,718

exakt

Bemerkung: Verfahren von Euler ungenau
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3 Das Runge — Kutta — Verfahren

Prinzip: Berechnung einer ,reprasentativen Steigung

3.1 Das Verfahren von Runge — Kutta 2. Ordnung

gegeben: AWP |y’= f(xy), %)= )6|
Gitterpunkte: x = x,+ nth, h= Schrittweit

Algorithmus zur Bestimmung der Naherungsweyte= y( )g)

1
yn+1 = yn +E|:h( L+ IZ)

=1 (X )

¢ Runge - Kutta 2. Ordnur
1
I, =f(x,+h, y,+h0)

n=1 2,...

Geometrische Deutung

l,=f {xnﬂ, y, +hOf (%, yn)] Y ™Yo 1(“ ,) Steigung
| S ———

h 2

Eulersche Wert

Steigung=0,5 (31 +£2) Yan (Rung-Kutta—Verf.)

\ o~y (Steigung im Richtungsfeld)
(Euler-Verf)
In }, (Steigung )
Fn Fodl
h
_2x

Bsp: AWP y =y , y(0)=1

y

Man bestimme einen Naherungswert der Lésyﬁg) in 0,2 und 0,4

x |0 0,2 0,4 2X
h=0,2 =0 =1 f(x,y)= y—

n=0: y-= yo+%[ﬂ),2(ll+lz)
L =f (% ¥o)= (0, ) =1
I, =f (x+h, y,+hil) = (0,2]1,9 = 0,8

y, =1+0,1(1+ 0,84 = 1,186 y( 0)2
n=1: vy,= y1+%E(1),2(I1+I2)

L, =f(x,y,)= f(0,2]11,8§ = 0,849588

l, =t (x,+h y,+hl)=1(0,4|1,186- 0,2 0,849548

y, =1,348313= y( 0,

exakte Losung: y=+/2x+1
y(0,2)=1,1832 y, = 1,186
y(0,4)=1,3416=y, = 1,348

0,766¢
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3.2 Das Verfahren von Runge — Kutta 4. Ordnung

gegeben: AWP |y'= f(xy), ¥x%)= 36|

Yoo = (kl+2kz+2%+ k)

k = th (% %)
k2:th(>%+_ _j
kszhmf(w_ _j

k,=hOf(x,+ h y+ k)

Geometrische Deutung

& r k|
(x”‘ yn) % ( Kl yn+1)
el
A
“)én A £n+1
X, +—
2
, 2X
Bsp: (vgl3.1)AWP  y'=y-— , y(0)=1
y

Man bestimme einen Naherungswert der Lésyﬁg) in 0,2 und 0,4

x |0 0,2 0,4 2x
—17 h=0,2 x=0 y=1 f(xy= y=

n=0: Y=Yz (k+2k+ 2kt k)
k, = hOf ( x,, yn) 0,20f(0,= 0,2

kzzhmf( j 0,20f(0,1|1,}= 0,183636

0.18363 183636] = 0,18172

k3=h|]f(>§]+— j osz(omr
k,=hOf (x,+ h y+ k)=0,20f(0,2|% 0,1817)7%= 0,16864¢

=14k + 2+ 2k + ) = 1.18229= y( 0,
n=1iy,=yrc(ke2kr 2k k)

:1,1832291-%( 0,169034 [2 0,158893 2 0,157499 0,D7$8 1,341667% y( O,

exakte Losung: y = J2x+1
x, | exakt R-K4.0rd R-K2.0Ord Eulei
0 1 1 1 1
0,2|1,183216 1,183229  1,186667 1,
0,4| 1,341641 1,341667  1,348313 1,37
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3.3 Schrittweitenanpassung fur Runge — Kutta 4. Ordnung

h optimale Schrittweite, falls

0,025<Q< 0,1 mitQ=|2 "
K, =k
Q>0,1: ungenaue Naherungswe

Q<0,025: Rundungsfehler zu hoct

Algorithmus
» | SW=h
Q>0,1 0,025<Q< 0,] Q<0,025
v v A
setze SWEh /2 fahre fort akzeptiere Naherungswe
wdh letzten Schrit mit SW=nh setze SW= B

| '
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4 Das Differenzenverfahren

4.1 Annéherung von Ableitungen durch Differenzen

y = Y _h 11 rickwérts genommene Differenz
y = % vorwarts genommene Differenz
y =Y Yal zentrale Differenz

2h
Ly Y =¥ _ ¥ T Y

n__ yi+1 R - h h
=7h h

" i+ _2 i + =
y'= Yiu h)z’ Y
y.m:: yi+2 _2yi+l+ ZY—l_ Y—Z

i 2h3

4.2 Differenzenverfahren

RWP _ ) Randbedingunger
egeben: coy = f Y, YY) mitn
9ed {AWP} y (X’ vy y ) Anfangsbed.

Ersetzt man in der DGL die Ableitungen durch eirgshende Differenzen, so entsteht ein
algebraische Gleichungssystem, dessesuhgery, N&herungswerte der Ldsm@g) fel

Bemerkung:

y(”) = f(x, Vi V.., )9"'1)) linear = algebraisches Gleichungssystmear
Definition:
Die DGL der Form

&H(x)yra(Ry+.+a(y '+ a kY= 6)

heif3t linear.

Bsp: €‘y+sin( X Y = cosx
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4 Das Differenzenverfahren

Beispiele:
(1) RWP: y'=1-y, y(0=1 y )= :
Man bestimme die Funktionswegt¢ 9, 3/(,

P.4(, )o0.¢(, )0.8 Ldsungy( ¥

h=0,2 f(xyy)=1=vy, y=1 y=:
" 4 i+ _2i+ -1 —
y(x)=YZY1 ¥ 3(1_1_y

Lsg:

h2
h=0,2
= Y,-2Y+Yy,=004-0,0 = |y,=-19%+y,= 0,0
i=1,..., 4

=11y, -196, +y, =0,04
=2 . 196y, +y, = 0,04
=3 Y,  —L96y, +y, = 0,04
i=4 Ys =196y, +y, =0,04
-1,94 1 0 0)(y) (-0,96

1 -9 1 0 |[y,|_| 0,04

0 1 -19 1 |vy| |004

0 0 0 -1,94)\y,) (-196

Lésungen (GAUSS — Algorithmus oder iterativ)

exakt: y( x) =1,18883%sirk+

y(0,2) = y; = 1,23623: 1,23619¢
y(0,4) =y, = 1,46301¢ 1,46278z2
y(0,6) = y, = 1,67101¢ 1,67101¢€
y(0,4) = y, = 1,85269: 1,852503

(2) AWP: y"+y=2cosx, y( Q=1 y( 0=
0)25(,

Man bestimme die Funktionswelgt(a

0.%(.

h=0,25 f(x,y,y)=2cox, y= 1, y=
yi+1_2yi+Y+1+

0,75 dsubgy( X

Lsg:
y, =2cosx  i=12

i=1
i=2

16yo - 31y1 + 16y2
16y, - 3y, + 16/, = 2cox, =

= 2cox = 2c0s0,25 1,75
2cos05 1,937

Anfangsbedingung:y, =1

y(0)=1= = 4% =%

= y=0,25¢ 1= 1,2
h 0,25

16 0)(y,) ([ 24,6878
-31 16)\y,) (-18,244
Lésungen (Cramersche Regel)

y, =1,54
y, =1,84
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5 R-K-Verfahren fur Systeme von gew. DGL 1. Ordnung und DGLen hoéhere©rdnung

5.1 System von DGLen

Anfangsbedingungen

yl, :(X’ Yo Yoreees X) yl(xo)= Yio
y2' =(X’ Yoo Yorees ¥) Y21(X0)= Y20
yn, =(Xv Mv ygy---, y]) yn(xi))z yn,O

Beispiel: gekoppeltes Pendel

AL LS LY

a . Federkonstant
m: Masse

o .
nlg) Y (£)

() =-2ry(9+2

m
n a

Y> (t) = _lg[yz(t)"'a( yl(t)_ yz( t))
5.2 Runge-Kutta-Verfahren (fir 2 DGLen)
gegeben: vy, = f,(x v, ¥,), %( %)= ¥

¥ = L(% % w), %(%)= %o

Schrittweite: h X =X +ilh
Algorithmus zur Bestimmung vory,; =y, (%) und v, = y,( %)

Vijer = Yy * (k1+2k2+2k3+k4)

y2|+1 y2t 6(|1+2|2+23+| 4)

h=hm(x Yoo V)

L =h (%, ¥y, Va)
k= thl(HE yl‘+k21, yzl+|_j
:thz[)g+2,y1‘ k21,y2l —;]
k = thl(x+2 i+k22,ya '_;j
:hD‘Z[X““D- Yy * kzz,ya '—;)

,=hOf(x+h y+ ko + 1)
thz()ﬁ"'hv itk Ya',+|3)
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Beispiel: y, =y, 0y, + X y;(0)=1
yz’ =xby, + y yz(o):_l

gesucht: y,(0,2)  v,(0,2

Lsg: h=0,2 Vo= %(0=1  y,,=y(0=-1
fl(X, yll y2)= ylljy2+ X
f,(% Vi o) = X0y + ¥

X | a|] Y = Y1,o+a|:h—1 Y, = Y2,o+a[||—1 l? =0, 2( yay,+ )) jI = 0’2( X yz+ 34
001 12 (y,,) -12(y,,) -0,2 (k) 0,2(1,)
01(0,5 2| 0,%(y,,+ 0,5k) - 0,9 - 0,142 0,162
0,1] 0,5 3 0,929 - 0,919 - 0,1508 0,1674
02| 1|4 0,8492 - 0,8326 - 0,1014 0,1365

5.3 Runge-Kutta-Verfahren fur DGLen hoherer Ordnung

DGL n-ter Ordnung O ', Ordnun

y(”) = f(xy y' y’.__, )}nfl)) 0O (r:‘?l):y N y2.: y3
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