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I GRUNDLAGEN

Lineare Algebra

Vektoren

Matrizen
Determinaten
Lineare Gleichungen

Voraussetzungen

(1)  Zahlensysteme (reelle Zahlen)
(2) Algebra

(3)  Trigonometrie

(4) Geometrie

zu (3) Trigonometrische Funktionen

. a b a b
sina == coy =— tamr = — catr =—
a c c b a

B CaN

b

Kosinussatz:
c® =a’+b*-2abltosy

U

Bew: cos =B = b'=acoyw
a
c®=h*+(b-b")’ =h?+(b-acosu)’ =h?+b?+a’codu~- ab cog
| —
va

— R2 12 2 _ — a2 2_
=h +Zb +b“—2abcosy=a“+b“- Ab cogs

a
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Il VEKTORRAUME

1 Der zweidimensionale Vektorraum

1.1 Vektoren

Def. 1.1

Satz 1.1

a
zweidimensionaler Vektor % = (b] (abOR) (ab, Koordinatg

_3 g
] a :[ 5) grafische Darstellung \

Y

(1) Jedem zweidimensionalem Vektor entspricht gezia Pfeil in der Ebene.
(2) Die Menge der Pfeilspitzen aller zweidimensiem Vektoren

sind die Punkte der unendlich ausgedehnten Ebene.

Anwendung von Vektoren:
Eine technische Mel3grol3e, die durch ihre Mel3zalleeitig definiert ist, hei3t Skalar. Eine technesthe3grole, die
durch MeRRzahl und Richtung definiert ist, ist eiektor, der die Richtung anzeigt und die Lange dafk&hl besitzt.

Bsp: Temperatur: Skalar
Kraft: Vektor
Druck: Skalar
Geschwindigkeit: ~ Vektor
Zeit: Skalar
elek. Feldstarke: Vektor
elek. Spannung: Skalar

Def. 1.2

Bsp: 3+
p: 1

Satz 1.2

Bew: éz(alj B:[blj = §+6:[a1+b1]
a? bZ a2+b2

Def. 1.3

Bsp: é=(

Def. 1.4

Addition von Vektoren

- e

%+m]

a,+hb,

o e

Subtraktion von Vektoren

SRR

3
1

T

oy - sy

Nullvektor

o
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Def. 1.5 Vektorbetrag
x:@ = |XEVa®+b?

Bedeutung des Vektorbetrags: |X [ Lange des Vektorpfeile

Satz 1.3
az (1) | X E Lange des Vektorpfeile

(2) |a+bklal+ b | ( Dreiecksgleichun

Bew: (2) B .
ai ib

Satz 1.4 o
la-bFlb-a|
Def. 1.6 Skalarprodukt
a, b,
(1) . (2
BSp: X:[ZJ y:[sj = 12+ 2[B=8

a 2
x=[] = xX=a@+bb=a’+b’=va’+b? X [=xX=%>2

Satz 1.5 - -
(1) (a+b)[&=”€+ ¢
(2) ab=b&
3) (a-b)E=ac-be
@) (a+b) =a+2ab+b?
(65) (a-b) =a*-2ab+b?

o @) (13 [( J (?ﬂﬂé‘é h (mJE%

(2) bis (5) analog

I/~ O 0O
0
\_/
/—\
;/
/ﬁ\
;/
1

Satz 1.6 - . .
a,b schlieBen Winkelr ein= alb =43 [lb| O co

Bew:

Anmerkung: ab =|a|b [towr = cog =

= |%EJIXf

o)

=
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Bspl: Winkel zmscher{sj uncEAJ

5 e ae aon
(e =

Bsp2: Arbeit = Kraft[(Weg

= W=F[3 iﬁ cosa=|

I 5

cosa =

| m

= F,=Fltosr = W=F,0O§3F § |cos=F[3

T

Bsp3: a senkrecht zip
alb=|a||b |cos90= |

Satz 1.7 . _ _
asenkrechtzb - dalb= 0 a Zo orthonos

Bsp4: Welcher Vektor steht a@] senkrecht und hat die Lange 1?

1
Vektor=a a[ﬁJ =0 aE1

a | f1)_ _
. (azj[E3]_lal+3a2_o
(@ Ja’+a’=laF1

= a=-3, = a’+a’=(-3,) +a/=1 = 1®/=1= a,=+0,31
= a =-3a,=7%0,948

—-0,948 0,948
& = = _
0,316 0,31

1.2 Linear abhangige Vektoren

Def. 1.7 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

aldR; 7<=Vektor=(2j = a[}(:(axi]

w35 |
o (3

Bsp3: a X

By

—2%

Satz 1.8 1
a=Vektor = &, —l—l[ﬁ hat den Betrag
a

El/al +a,’ ——II]Ia|=1

&
B =
ew: |<'=‘o|=||_| azji:

& o
_'+
VR
[ |.ASJJ
<

N
/—\
1/

‘o
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Satz 1.9 (OR —

1) Ir@EFIr DR
(2 |abEladb | ( Schwarz'sche Ungleichyr

Bew: (1) |r[ﬁ|=|r(:j 1:(:21] ¥ /(ra1)2+(ra2)2 =Jr? /af+a22 =t |&

(2 labFlalp |cos<Id B [lcoss &|b]

Def. 1.8 ~ -
70, X,#20
(1)  Zwei Vektorenx, X, heil3en linear unabhéan:

wenn die Darstellung,, +A,%, = O nurfidr=4,= (A1,1,0R) modlicst
(2) Zwei Vektorerx, X, heien linear abhang

wenn die Darstellung,x, + A,%,= O fut,z 08,7 0 moglickt

zu (2) linear abhéangig
A% +A%,=0 = A%, =-AX,

= XX, liegen in einer Geraden= linear unabhgng= verschiedene Richtungt

satz 1.10 (1)  Zwei linear abhéngige Vektoren liegen in eiGeraden.

(2)  Zwei linear unabhéangige Vektoren liegen niohginer Gerader
und zeigen in verschiedene Richtungen.

)
St

Def. 1.9 Einheitsvektoren
= 0 &= 1

Satz 1.11 z
>‘<=(a1] = X=ag+ag,=) ag

a, -
Bew: ag+ag,=a |+ |=*|=x
. agtag,=a, 1 a, B
Satz 1.12
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2 N—dimensionale Vektoren

2.1 Grundlagen

Def. 2.1
n—dimensionaler Vekta
a
a,
X=|a, | mita,OR (Koordinater)
a,
1
4 1
Bsp: X= h=|0
P 7
1
3
Bsp: dreidimensionaler Vektor =
1
X=[1
2
Satz 2.1 . . o L . : .
Jeder 3 dimensionaler Vektor ist ein Pfeil in eingrdimensionalen Koordinatensgm
(raumliches Koordinatensystgm
Def. 2.2 Addition und Subtraktion
Zwei Vektoren werden addiert (subtrahiert), indeenk®ordinatenweise addiert (subtrahiert) werden.
1 2 3 -1
Bsp: a=|1 b=|3| = a+b=|4 a-b=|-2
2 1 3 1

Anmerkung: Zwei 3 dimensionale Vektoren werden addiedem man ihre Vektorpfeile hintenainder legt

Def. 2.3 Multiplikation mit einem Skalar (Zahl)

Ein Vektor wird mit einer Zahl multipliziert, indealle Komponenten mit der Zahl multipliziert werdgn
2

1 2
Bsp2: 212|=| 4
3 6

Bspl: 2

A W DN P

4
6
8

Def. 2.4 Betrag eines Vektors

X

%
=% | = [XEJYXE+x2+x7+..x2

X

Saiz 2.2 Bei 2—- und 3- dimensionalen Vektoren ist tfkektorbetra¢

gleich der geometrischen Lange des Vektorpfeiles.
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2
Bsp: X=|1| = |XEJZ+f+F= 927 (x2+y2:I2 = I2+22:Pfeilléngezzx2+y2+zz)
9
Satz 2.3 1
a=Vektor = &, =|?|[ﬁ hat den Betrag
Bew:
a
EY
% a, 2 2
5 11 151 a a, a, | _ 1 2 2 2 1.
& FL—-0°7 | F[Ia] #J(TJ +[TJ +. +{—] =—Qfa’+a’+..+a’=—aF1
* M ) Al T e A e
e

|a
Anmerkung: |a-b [E|b-& E Abstand der Pfeilspitzen van  um

2.2 Skalarprodukt

Def. 2.5
a by
. b .oad
a=| 2|, b=| 2| = ab=Yab
: ~
3, b,
Beispiele:
1 4
12 __|3 -
(1) X = 3| y= 5 = X[y=1+ 2083+ 312 41E 2(
4 1
1
2) x=[1| > ®=xX=3
1
2
() X =X| denmx®+ X, +X,® =X+ X, + X,
@ = [XEJ®
Satz 2.4

3, b dreidimensionale Vektore
a = Winkel zwischerd un®
= alb=|a|b |Tosr

(b-a) =b?-2pa+a?
(B_a)2 zlﬁ_alzKosinussatzlalz-i- IB T_Za H). [I]CGS
= b?-2ba+a’=|af+bf-2B8 |p Pcas = ab=4 Ob| O cos
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1) (2
[1 1
= Cosa = ama = 310 = 3 =0,405= cosr = a= 661
lajdb | (1 2\ J11Bs
| 1JIE| 1|
3 0

Bsp2: a senkrechtzb = a= X
= alb=|a|b |xos90= (

Satz 2.5 Zwei 3— dimensionale Vektoren stehen an&ider senkrecht genau da
wenn das Skalarprodukt O i@ lau orthog%mal
1
Bsp: Man gebe samtliche Vektoren an, die auf| 0 | senkrecht stehen.
0
1) (b 0
Alle Vektorenb mitab = 0 = b|= & b = b= 0= b=|b,
0) (b b,
Def. 2.6 ~
d, b n-dimensional
_.l]‘)’ 5
d undb schlieRen den Winkel  ein mit ecos —a = a
la|db |
1 2
2| - |3
Bspl: a= , b=
3 0
4 4
1\ (2
2|13
1l
3|0
cosg= Y \Y__ 2+6+16 =0,8134 = a= 3554
1) (2) JP+2+3+ &+ 2+ 3+ &
2 3
5009 !
4 4
f s F
Bsp2: F =| f, | =Kraftvektor, $=|s, |= Weg .
7]
fs S
W=F$=F Weg=F,s |
0 A 5

F _
cosa':l?_| = F,=|F Hco®

W =|F |ltosrOB # F P$ Jcas=F 3
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Satz 2.6

|a+bkla [+ b (Dreiecksungleichunk
|a k|a [Op (SCHWARZ'sche Ungleichur
Bew: (1) 3 b |a+bEla|+ b
G+b

(2 |amF((la op Peos) 448 Obl O_| cas< & (06 |
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LINEARE ALGEBRA

3 Vektorrdume

Def. 3.1

1) Die Menge allen—- dimensionalen Vektorelién einem— dimensionalen Vektorralii

(2) seiXx n— dimensional = XOR"
Beispiele
Q) R? =Menge 2- dimensionalen Vektoren Eb
(2) R®=3-dimensionaler Raul
3) R’
4) R
Def. 3.2 .

Sei % X, ,. % OR"; y=> A% (A0R)

j=1

wenn die Zahlenl; fuir= 1,2,k alle reelleatden durchlaufen,

bilden die so entstehenden Vektogen eine UnterdesR" .

Wenn dieser Unterraum die Dimensional hat, heil3t er Hyperraul

2
Bspl: &,a, OR® y=> A& = A3 +A,, =Hypereben G
i=1 a,

Bsp2: a0R? y=4a (k= ) (= Gerade= Hyperebeh
Bsp3: &,4,,a,0R* y=A8, +1,a,+A4a,=3-dimensionale Unterebere Hypereb
Bsp4: a0R? y=4a ( = ) (= Gerade im Raur  Hyperebér
Def. 3.3 . ~

a,a 4a0RrR

k —
(1) &,a,,...a linear unabhangig - {Z/haj = 0= A=A,=..A= }(
i=1
k
(2) a,,a,,...d, linear abhangig {Z a; = "0=  mindestens dinz }
=1
Bspl: &,d, OR? A8, +1,8,=0 = az——%@ = d,=ad, (linear abhangiy
pry 2
Bsp2: &,4,,4,0R?, linear abhangi
Mg +Ag,+A8,=0 = alz—’]—zaz—ﬁa = d,=ads+ad, = 4a,a,a jnEbent
* 1 1
Satz 3.1
&z (1) Linear abhéngige Vektoren liegen in em&nterraun
(2) Linear unabhéngige— dimensionale Vektareiyen inn— verschiedene Richtung

(sie spannen deR"

3
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Il DETERMINANTEN

1 Zwei- und dreireihige Determinanten

Def. 1.1
a, a;

1 22

a,,,a,a,,a,,0R = a,[&,,a,ja,= = Determinante vom Typ 2

2
Bsp: ‘1 j=2[7—3[l= 11

3,84 19 -
=3,84[0,09+ 1,9412,7
-2,71 0,0
Def. 1.2
all a12 al
a a a
a, a, a, =a11E~]a22 % aIZEi] z Zj+a1£~] 2 2i=DeterminantevomTyp>3
a32 a'33 31 3 31 3.
aSl a32 a3
1 2
4 3 3
Bsp: |3 4 =J~6 j_%s j+*5 iz(z& - £ 22 X 318 6
5 6

Die Regel von Sarrus
1 2 31 2

3 4 53 4 = D41# 21515 3836 B4H [AB-6 [PLB

Diagonalen aus-

5 6 5 6 multiplizieren

Def. 1.3
Streicht man in einer Determinanten die Zeile diedSpaltek , entsteht eineuseDeterminant8,

A, =(-1)"™ B, = Adjunkte zua,

12
Bspl: 3 4
5 6

12
4 3 3 w1 | 4 w2l 3 s3] 3 [
Bsp2: [3 4 §= - = 1f- _ f— _
wrlo ¢ o=ff 140 1o} baewgg Fargd o] |
5 6
Satz 1.1
ail a12 a1
a21 a22 aZ :allmll-i-aléllz-i-ale
a31 a32 a3
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2 Berechnungn-reihiger Determinanten

Def. 2.1
(1) all a21 a:h
a a
a:21 :22 | = Determinante vom Typxn
8y B . By
a, = Zeile Nr.2 & Spalte Nr.4
(2) Streicht man in einer Determinante dieilei und Spaltk
entsteht eindn- )& reihige DeterminaBie
A, =(-1)" B, = Adjunkte zua,
1 23
6 7 13 13
5 6 7
Bsp: 9 0 1 A, =10 1 A,=-5 7 A,=5 7
4 5 3 5 1
345
Def. 2.2
all a21 a.’n
a, .. a
a;21 ;22 ;2” =ay, A +a,[A,t...a,[A,
8y By - Ay
Bspl:
100
01 1 11 01
1 0 1 :1D°h+OEA12+OD°‘13+ 1m14= A11+A14: 0 1 - 1 0
00 00
0 0O

= (1A, +10A, + OTA,) — ( OTA,+ TA,+ ﬂ“):Hl HO i_Hl i+

Anmerkung:
(1) Def2.2: Entwicklung der Determinanten nachelsten Zeile
(2)  Eine Determinante darf nach jeder Zeile (Sp)antwickelt werden (Satz 4.1)

Bsp2:
3 2 il
—31 —25 > =3-10+ 10= ¢
5 1 0= 5 0 0o 2 .
0 2 1
3 21
2 3
51 (=- + =3
5Tg=-, 14; |
0 21
3 2
1 2
5 1 = - =3
2 2
0 2
Bsp3: 10x10- Determinante 1§ 9 Det [O{9x8-8 Pet.. = = 4 MillwnOperatione
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3 Das Spatvolumen

Bspl: Vektorend, &, R’ , linear unabhang 3 i
52
filé A
aﬁ =

Bsp2: Vektoreng, 4, 4,0R® , linear unabhanc

Satz 3.1
a
Die Flache des von den Vektorgr= (aﬂj a,,= (a”] aufgemiten Spats (Paralellogran
2 22
a
betragt A= e .
a21 a22 aZ
Bew: ASl& D = & [k, [siw %g 4
la | ‘
aE
A =4 fOa, fsifa =  a’@, ([ + coda)=a,’@,’~a,’®, " codr =a,%a,*( 4, [al, 0| a0y’

sin®a+coda=1

- - 2 2
= a12 [ﬁzz _(ai[ﬁz) = (an2 + 3122)(3212"' a 222) _(a 1@ 2t a 1@ 2)2
= "7‘112 &212 + "71112 |}222 + a122@ 212+ a 1§® 22 _(3112 @212 +2a,la a4 ta 122@ 222)

- _ 2 _ |8 8 _ _|8n &
_a112@222_2@11@21@12@224'3122@221_(a A rya A )1_ ' 1 =A = A= " 1j
a21 a'22 a21 a'2
1 . (2 1
Bsp3: a= b= A= =3
0 3 2
Satz 3.2
all a21 a31
Das Volumen des von den Vektor@re| a,, | a,=|a,,| 8,=|a,, a@sfoannten Spats betr:
a13 a23 a33
all a'21 a3
V = a12 a22 a3
a13 a23 a3
Bew: Man drehe das Koordinatensystem so, diesd/ektorers, &, in dek—y— Ebene liege
all a21 31 a1 a:l.l afI.2 O
a=|a,l|, 8=|a,| = V=FlachdlHohe| " . Iy, =la,, a,,
0 0 a21 * aSl a32 aS
6 b)  coss50=2 cos50004 ( 2,57
Bsp4: a=|0 b=b, 4 = b=|sin5006|=| 3,06
0 0 sin50 = L} 0 0
4
cos60 0 2
c= 0 = 0

sin6C 4 3,46

3,064 O
VvV =|2,571 3,064 O0|= {%] l= 63, 6€

0 3,46
2 0 3,46
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Def. 3.1

Satz 3.3

a,a,, a,,...a, OR" spannen ein— dimensionalen Spat Esfhat das "Volumen

—a, - a; 8y ... Ay

V= —é?— :a'21 a‘22 a.;h

_an - anl aZn A ann

V(a,,d,,...d,) = Spatvolume

@ Vv(a.a..5+b..4
@ V(ad,..Ab,..8)=1V(a,
3 V(&.&..8)=1

Bew: hier firn=2

1)

)

®)

V(a+b.5,)=Vv(a,a,)+V (0,3,

dy
4 Ad,

Einheitsquadrat
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4 Determinantenregel

11

3 2
Bspl: |2 3 =_]4] j—]#] j=—4
1. Zeile |1 0
0 1

1
= —2‘ 3+3
2. Zeile 1

1 j
= - =-4
3.Zelle |2
Def. 4.1 Entwicklung einer Determinate nach einer Zeile (&pa
=2 der Elemente der Zeile (Spalte), jewaitultipliziert mit ihnren Adjunkter
Satz 4.1 Den Wert einer Determinaten erhalt man,
wenn man nach einer beliebigen Zeile o8palte entwickel
Beweisgang:
all a21 a:h P
a,, ... a
a:21 z r Entwicklung 1. Zeile= )’ (ialj1 F D..anjn)
. : : Jird2reedn
Ay By - By

Das ProduktP ensteht, indem man aus jeder Zeile und SpalteugeineElement nimmt.

Salz 4.2 Eine Determinate behalt ihnren Wert,
wenn man sie an der Hauptdiagonale sgite@, durcha, ersetzgn
all a21 ah all a'21 aT]
Bew: & 8y ... 8y . Ay 8y ... &
anl a2n A ann ain a2n A ann
1 2 1 4
Bsp: 4 5 g=|2 5
7 8 3 6
Satz 4.3

Eine Determinate mit zwei gleichen Z&iléSpalten) hat den Wert Nt

Bew: gilt fir Spatvolumen

Satz 4.4 . . . o . . L
Eine Determinate wird mit einem Faktor multiplizigndem man alle Elementener beliebigel

Zeile (Spalte) mit dem Faktor multipliziert.

Bew: Satz 3.3 Spat:V(él,éz,...A [5,...511) =1V(&.5,...4,)

17 3 7 17
Bsp: 35 0 1=|15 0 1=|5 O
11 3 1 3 3
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Satz 4.5 _
Addiert man zu einem Zeilenvektor (Spaltenvekébden Vektorb , so ist die entgdtende Determina

gleich dem Wert der Determinante rait  plus dem Wettidem Wert der Determinante rhit

Bew: Satz3.3 SpatV(4,d,.. +b..8,)=V(4,4,..4,)+V(a,a,.b,.4)

3 7+1 3 7 31
Bspl: |6 9+2 =6 9 1+|6
1 3+1 1 3 11
all a:I.2 a13 all alZ a'1 all alZ a1 alla 12a 3 a lla 12a 1
Bsp2: |a,, +Ab, a,,+Ab, a,+Abj=la, a, ajf+t|Ab, Ab, Ab|=la ,,a ,,a [FA|b , b , b
aSl a32 a33 a31 a‘32 a3 a31 a32 a3 a3la 32a 3 a 31a 32a <
Satz 4.6

Sind bei der Determinante die Spaltenvektoren tiabaangig, hat die Determima den Wert Null
Hat eine Determinate den Wert Null, sind die Spaiéktoren linear abhangig.

Bew: D=|g 4, &,

a,d,,..a, linear abhéngig= & &, ...d, liegenineinem®&maum = Spatvolumen 0- det

Satz 4.7 Eine Determinante ist gleich Null genau dann,

wenn die Spaltenvektoren (Zeilenvektgrénear abhangig sin

Bew: Spiegelung an der Hauptdiagonalen

Satz 4.8 : . . :
akz Eine Determinante ist ungleich Null genau dann,

wenn die Spaltenvektoren (Zeilenvektdrénear unabhangig sin

Bew: (1) = linearunabhéngig=  de&t
indirekt: Annahme det 0 linear abhang

Widerspruch: Annahme falsch
(2) 0O det#0 = linear unabhéang

indirekt: Annahme linear abhangig= det
Widerspruch: Annahme falsch

0)(1)(1
Bsp1l: Sind die folgenden Vektoren , .| 1 linear unabhgnggen sie nicht in einerti&ne
o)l1/{0
01
D=1 0 =O—ﬁ j+0=1:> unabhéng
11

Bsp2: Man beweise: Wené b,0R® = ab,a+b linear abhan

Bew: |4 b a+b|=|a b &+la b bj=0

Satz 4.9

Vertauscht man in einer Determinante zwei Zeilgma({ten) andert sich ihr VVorizhen.
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Bew: hier 3x 3 Determinant

Satz 4.10

Addiert man in einer Determinante das Vielfachereeanderen Zeile (Spaltehdert sich ihr Wert nich

Bew: hier 3x 3 Determinant

a b clgegeben = |a b+Ac ¢|/=|a b ¢|+[a Ac ¢/=|a b ¢/+0

Anwendung
6 1 4 6 1 4 7 .
. 14 29 - 120 - 44 +20 Zeile
1 -4 -2 25 0 14 29 +4] Zeile 1 .
= . =-|-b4 -33 -59=-| 241 85 -5@ Zeile
0 9 3 -54 0 -33 - -0 Zeile 1
i -5 -2 -1 -5 -2 -
1 1 2 -5 0 -2 -1 -DzZeilel
-120 -4
= =404
241 85

Seite 18



dominik erdmann

LI N EAR E ALG EB RA ingenieurinformatik

fh — bingen

5 Das Vektorprodukt

Def. 5.1
a - bl - azbs_aﬁz
d=|a,|, b=|b,| = &xb=|abp —-ap,|=Vektorprodukt (Kreuzproduk
8 b3 a1b2_ap1
1) (2 8-9 -1
Bspl: | 2 (x| 3|=| 6-4|=| 2
3) \4 3-4) (-14

Anmerkung:

Skalarprodukt: ab =aOR (inneres Produkt)

Vektorprodukt: axbOR® (duBeres Produkt)

Satz 5.1 b, .
aal~ a"azaSaalaSaalaaelezes
d=|a,|, b=|b, :>a><b=b2 b361_b be2+b be3=a1 a, a

a, b, P "7 bbb
1 2) |§ & & -3
BsZ'OX1—eie(2)e;—‘o 3 |t 3 ! =| 10
p<: = _e.l.l _ ezz 3o 47
3)\-4) |12 1 - 1
Salz 5.2 Spatprodukt
-
affbxc)=|b
ceiGCee
b, ba‘
o G G I,
_ e.l. eZ e3 1 bl b 1 a2 a
Bew: alfbxc)=alb b, b,=|a,|l- J[=fp by b
c ¢ ¢ l\a, a@ G c, ¢, C
b b
G G
Satz 5.3 _
a steht senkrecht aafxb
b steht senkrecht a@fx b
B P! b
Bew: affaxb)=|-a-{=0 brfaxb)=|-a-{=0
b b

Satz 5.4

Die drei Vektorers ) axb bilden in dieser iRenfolge ein Rechtssystem (Rechtschet
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Bew: Man drehe das Koordinatensystem so, diesd/ektorers, &, in dek—-y- Ebene liege

a b, 0 0
a=|a,|, b=|b, axb=|0[|=| 0 gilt: tana < tang
0 0 z a a, , .
b b, ﬁ’r o
= %<% = ba,<ap, = ba,-ap,>0 = ‘:1 Z§>O = z>0 Rec@ystem axb zeigt nach obe
Satz 5.5

|axb Ela |Ob Dsimr

Bew: Seitia,dOb und {i 3

Anmerkung:
ab =|a|0b |Tcosr

Folgerung:
Satz 5.6 - _ -
|axb | hat den Wert des Flacheninhalteswdssa &b aufgespannten Parallelogram
Bew: A=|a|Bh = |a|0pb Dsimm = axb
h=|b[sina Satz 5.6

1 2
Bspl: Wie groR ist die Flache des von den \tekha=| 1| b=| 1| aufgespannten Parallelogram
0 3

[ge o8l (3
A=laxbE1 1 Q#|-34 3+(- B+(- )=+ 18 43
2 1 3 1
Bsp2: Rotierender Kérper -
2 _
Radiusvektor Winkelvekto® :le? =2t
Richtung@ = Richtung Drehachse 7 =
20 2T . . = |V EldoxT | -
v=——=—|4r |CBinp = sig = xr V =Xt
T |T I lej o Br Psig=q | {Richtungv= Richtungoxr

Bsp3: Lorentz-Kraft
B=u,H; Die Ladungy wird senkrecht zu den Feldlinien abgkl. Aufq wirkt die KraftF = (\7>< I§) [

Bsp4: Die Punkte( O[)L(, 1]}4(, 3)2 bilden ein Drdies = ?

3) (0) (3 ) (0 (2 & & § 0
a=|2|-|1]=|1 b=|a|-| 1=| 3 A:%EXB:F—;|3 1 =|_;| :%D:g
o) lo) Lo o Lo (o 1 3
Satz 5.7 - -
axb=—(bxa)
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IV MATRIZEN

1 Quadratische Matrizen

Bsp: Gleichungssystem

3x+4y=1
-2x+7y=4
3 4\(x 1
Schreibweise: =
-2 T)\y 4
Def. 1.1 .
Eine Anordnung
all a21 a.’n
a, a8, ... a, heitnxn—- Matrix
oo a; UR Elemente der Matri
anl a‘2n ann
1 2 3
Bsp: A=|4 5 6 B—13 T=(b
Sp- - “lg 7 _( 'J)i,jzl,z..n
7 8 9
Def. 1.2
00..0
~ 10 0 .. O
(1) Die Matrix 0=| . . .| heiBt Nullmatri
0 0
0 0
01..0
(2) Die MatrixE=: : : heil3t Nullmatrix
00 ..1
3) Zwei Matrizen heilRen gleich, wenn sierakentweise gleich sin

Bsp: B—( ) B=E = _[1fari=j=12,..n
L %70 firi # |
Def. 1.3
b, b, ... b, b, b, .. b,
b, ... b b, b, ..
B = Matrix = b:zl z 7 = detB=|"* "% z
I:)nl bZn bnn I:)nl bZn bnn
Beispiele:
2 3) |2
det = =5
1 4 |1
1 0 ... 0
01 .. 0
det: : : =1 = deE=":
0 0 . 1
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Def. 1.4 o o
Multiplikation mit einem Skalar
a, a, .. a, aa,, aa,, ...
A= a.21 a.22 a.m o A= 0'(.:121 a"f‘ﬂ
anl a2n ann aaﬂl aa‘Zn
Satz 1.1
det(aA) =a" [HetA (aOR)

aa, aqa, .. aa, a, a,
a aa,, ... aa aa, aa,, ...
Bew: det(aA)= ".3121 2 A= ® 77
aa, aa, .. aa,| |oa, aa,
2 4 1 2 2 1
Bsp: =2 =2
6 8 3 4 6 6

QL o
a2

:’2 =" [detA

&y

Zwei Matrizen werden addiert (subtrahiert), indeamnnsie elementenweise addigtibtrahiert)

1 2 3 9 8 -8 -6 -

4 5 6|-|]6 5 4=-2 0 2

7 8 9 321 4 6 8
Anmerkung:

A=nxn-Matrix undB =nxn- Matrix
A+ B nur mdglich, wenm =k

Satz 1.2 .
A,B,C nxn-Matrizen

a,fOR = (a+B)A=aA+pBA
a(A+B)=aA+aB
A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C

Bew: (0’+,3)A= (0""3)(% )i,jzl,z,__n = ((0""3)%] )i,jzl,z,..n = (O’a”. +Ba1'j )i i=12,.n = (aa"i )i j= 1,2,n +(Ba1'j )i j= 1,2,n

- H(a” )i,j:1,2,,,n * ’B(aﬂ )i je1z.m aA+BA
Rest analog

Satz 1.3 .
A, B,C Matrizen

(1) A-B=C = A=C+B
(2) A+B=C = A=C-B

Bew: (1) A-B=C = (a"J' )i,j=1,2,,,n _(b'J )i j=1,2,.n = (C'J )i i=12.n = (a"l' _b'J )i i= 1,2.n =(

= a-b=¢ = ag-=h+g = (aﬁj)i,jzl,z,__n:(bl

= A=B+C
(2) analog

O

j )i i= 12n

= : +( )
Gi )i i=12,.n (hl )i i=12,n Gj i j= 1,2,n
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2 Multiplikation mit Vektoren und Matrizen

Def. 2.1 )
Z;alj D(J
iz

a11 a21 a:h 1 all a'21 an 1 n
A= a21 a22 am : X: 2 = A[Yz a21 a22 aﬂ 2 — ;aﬂ |](J
anl a2n ann Xn anl aZn ann Xn n
aﬂi D(J
j=1
2 1 3)(1 2+ 112 33 1
Bspl: |1 0 4|002/=] I+ I 43|=| 1
-1 2 1)(3 (- 2 O
1 2)(-2 2
Bsp2: =
3 4\ 2 2
Merkregel:

Eine Matrix wird mit einem Vektor multipliziert, dem man die Zeilenvektoren der Matrix skalar mindéektor
multipliziert.

Bsp: Gleichungssystem

3% +4x, + X, — &, =1 3 4 7 -8 (x 1
O +2X, + 3K, —X, = 2 9 2 3 -1 2
NEIRT IR = QE = AB=T
8x —2X, + 5%, - &, =1 8 -2 5 -8||x 1
OX — X, +6X,—4x, = 4 9 -1 6 -4)\x 4
Satz 2.1 ~
(1) EXx=X
() 0x=0

()  AQx+y)=Ax+Ay
(4) (A+B)x=AX+Bx

Bew: (1) EX= : _
0 0 ... 1)\x, X

0 ... 0)(x
) 6@:{5 Slme =0

0 0) (x,
€) A(i+y)=(aj)[(x)+(m)]=§aj(xj+yj)=[;ajﬂ<j+JZa,-B/,-]{;aj&,-}[;ajwj]ﬂxmy
(4)  analog

Anmerkung:

a,FOR AB Matrizen
= Alax+pBy)=aAx+SAY
= (aA+pB)X=aAx+aBx
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Def. 2.2 o . .
Multiplikation zweier Matrizen

a, a, .. a,)\(b, b, ... b, Cy Cyp oo Cy
a, a8, ... a,|lb, b, .. b,

a"ll a2n A ann bnl b2n to bnn Cn 1 CZ’I tt Cnn

C C ... C . n
- .21 .22 .rz mItQKzzaim[ﬂ]nk

m=1

2 2) (211 212 0% (5
1 4 (0231 02 84 | 5 1

{0 =9

1 01 10 L)1 O
Bsp3: A=|0 1 0| = A’=AA=? = A2=|0 1 0 1 0=
1 01 10 1yt1 0
2 3
Bsp4: € clx+ X X L P ErAT A A
20 3! 2! 3!

Bsp5: 5[4 =46 Kommutativgesetz

alb=bE Kommutativgesetz
gilt: AB=B[A ?

Satz 2.2

Das Kommutativgesetz gilt nicht fur didatrizenmultiplikation

SIFCEIEENCPTIEE

Satz 2.3

A(B+C)=AB+AC Distributivgeset:
(AB)C = A[{B[CT) Assoziativgeset

Bew: nachrechnen

Satz 2.4 . . .
E = Einheitsmatrix
(1) AE=E[A=A
(2) EE=E
(3) E"=E (nDN)
all a21 il 0 o all a'21 a:h
Bew: (1) ALE = a;‘,1 a:22 a:zh : 1 f): a:‘,1 a,, a,,
anl a2n ann O 0 1 anl a2n ann
10 ... 0\(a, a, .. a, a, a, .. a8,
Em: O 1 0 a:21 a22 n — a:Zl a22 )]
0 0 ... PYla, a, .. a, a, a, ... a,

(2) AE = E[E=E

(3) E2=E[E=E
E3=E’[E=E[E=E
E*=E’[E’=E[E=E usw.

2
0
2

0
1
0
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01 1 2
Bsp: Es seiA=(1 Oj , B=(2 J . Gesucht ist eine Matix , sssdAX =B st
a b 0 1\(a b 1 2 c d 1 c=1
X = AX=B = = = = =
c d 1 0/lc d 2 1 a b 2 1 d= 2

Satz 2.5

A, B Matrizen, X = Vektol
= A(BX)=(AB)x

n
Bew: BX=|) b,X
k=1

A(BX) ={Zaj Dghkxk]{;;ajbjkxk]
(AEB)X=[Zj:Zk:ajbjk](xk) =[z§ajbjkka oder nachrechne
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3 Der Produktsatz fiir Determinanten

Problem: gegeben:MatrizenA B
gesucht: det( AB)

(@ Wiederholung: Determinantensatze

@)

)

®)
(4)

®)

&, Ay L 4
detA= =|a 4,
8 Ay .
a+b c¢/=la c|l+|p é‘

a ﬁ5‘=,8‘é 6\

la a=0

(I, Satz 4.5)
(11, Satz 4.9)
(I, Satz 4.4)
(1N, Satz 4.6)

(b)  Herleitung des Determinantensat{agern = 2)

C=AB mitA=(a” a“]:(él a,), B:(b“ blj

AB =

Satz 3.1

12 2 1
Bsp: A= = detA=3 B= = deB=-1= deAldd®=-
0 3 10

a21 a22

af3)n) o

= (b11b22_b2p12)|a1 a ;l = b2

det(AB) = detAOdeB

a,
8

= det(AB):|b1131+b21a2 b1?1+b2?~lz=|b§1 bé i"b §|£"|b gl 2b ‘Fiiz"ib §2| 2
:|b11§1 blz"—11|+|b1f'—11 bz? lz"'|b2‘"§t 2 b §|1+|b ?1 2 b §2|2
:b11b12|al é1|+b11b22|al azl"'bzplzjaz é‘ll+b£ zli—i 2 Ei|2=b lﬂ 1? 1§|2—b Qllé 1¢§|

by,

1

b21 b2

a22

bl 2

I:)22

A[B=(é Qtﬁi gz(; 3 = det(AB)=-3

Satz 3.2

Bew: n=2

n=3

detA" = (detA)"

detA? = de( ACA) = defA[A) = defl dei=( dé&)’
detA’ = de{ A’ [A) = de’de=( de)’ D) dét=( da)’

{all aiZ\Jl:Ebll blj :( all[ﬂ) 11+a 14]) 21 a 1;ﬂ] lé‘a l@)
a21 a'22 b21 b2 a'21|]Jll+a' 22+b 21 a 2@ 13-a @

j+b22(a12]J = (bllal+b2.|.§2 bl? 1+b 2? )

[detA= deBOdeA= detALB)
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4 Die Inverse einer Matrix
4.1 Grundlagen

LI - (A T - ()

Inverse
X -1 . x=-1
= = LOsung=
[yj (1,5] {y=1,5

A, X Matrizen E Einheitsmatri
X[A=E < X =lInverse zuA

X=A"
Folgerung: A'[A=E

Def. 4.1

2 1
Bsp: Berechnung der Inversen vdn:[ j

1 2
ALA=E Al a b a b)y(2 1 10 2a+b a+ D 1
= = = = =
c d c d)l1 2 01 z+d c+ A 0
2a+b=1 a_z C—-E‘
a+2b=0 N 3 3 A_lzi 2 -1
2c+d =0 b:—} d:—2 3l-1 2
c+2d=1 3 3
Probe:
A’lmzl 2 -1\(2 1 _ 10
3l-1 2 1 2 01

Satz 4.1 - o
A-[A=AA"=E

Bew: AA'=X = (AI]NI)DN1=XDN1 = EM'=A'X = A=ATX = X=E

Satz 4.2 1
detAZz 0 = detAt=———
detA
Bew: AA'=E = det(ADA’l):delE:1:> de(tADﬁCl): dAD det’= 1-  dari=_+
detA

Bsp: Gleichungssystem
a11X1+a12X2+"'+ath = r1
a21X1+a22X2+"'+a21Xn :r2

X, +8, X, * .+ By X, =T,

a:l.l a'21 ahl
a
= |%2 %= el o Am=r = (A'A)x=A"T = x=A'D
. . . %E_z
ay @, .. a,
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Zusammenfassung:
AX=T o X=A'[

Satz 4.3 o . . .
Nicht jede Matrix besitzt eine Inver:

~ (0 O
Bew: 0=
0 O

Satz 4.4 .
A existiert zuA = defA#

Bew: A"’ existiert = detAldeA™ = de{TAEA'l): d& =

4.2 Berechnung der Inversen durch Adjunkten

Wiederholung:
all a21 a’ﬂl
a, ..
(1) gegeben: Determinante= a:zl z a:“
&, a, .. a,

i+k

A, =Adjunkten zua, = A, =(-)" D, , wobeD,
der Zeileni und Spalte in der Determinafte

1= dat

durch streich

2
31 A1=(—1)2[~]1 j:s
Bsp: A=9 2 9
01 An:(—1)3[~10 j:—27
+1 1D
1 An (—1)11I:~]8 j:
A=|4 .
7 8 A, (—1)2*3[‘17 j:e
all a21 tee an detA: a11A11+ a12A12+ ot amAm
) A= a:21 a:zz a?z iazlA21+a22A22+”~+azAz IIl, Satz 4.1
anl ar12 ann :anlA11+an2A12+"'+annA1n
Satz 4.5

erhalt man den Wert der Determinaten.

Multipliziert man die Elemente einer Zeile (Spalte} ihren Adjunkten und sumiert die Produkte

31 1 3
Bsp: |7 0 1=7{-1) + 0~ = 5
2 1
1 2
Satz 4.6 L . . . . .
Multipliziert man die Elemente einer Zeimit den Adjunkten einer anderen Zt
und summiert die Produkte, ist das Ergebnis Null.
all a21 anl
a,, ...
Bew: SeiA=|? z 8\?2
8y 8y A,
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(zeile 2)x( Adjunkte Ziele )= a,, A, + @A+ a,A ... +a A,

a21 a22 a23 a:n
a21 a22 a‘23 a21
=lay; a;, a8y ... a54/=0

Ay &y 8y - 8y
analog andere Kombinationen

2 1
Bsp: |1 = 0—1+2—2—0+66:<
Sp: 0 (ZeiIeS)X(AaunkteZeile)Z [q ])1 0 0 -
Satz 4.7
A= Matrix = (aﬁ ) A, =Adjunkte zug,
A A i A,
- Al= 1 Alz Azz : Ahz
detA| ... ...
A An i A
Bew: zeigen: A[A'=E
all aZl anl All A21 A]l 1 0 O
AR = a.21 a?z a?z [—Il A Ay : AWZ:Q 1 0
: : ;| detA] ... ... - :
a, &, ... a, Ay Ay i A 00 .1
2 13
Bsp: A=| 0 1 7 Al=72
-4 1 9
A =2 A,=-28 A;=4 A,=-6 A,=30 A;=-6 A, =4 =714 Ay=2
detA= 2[A, + TA,+ 3A,=- 1:
2 -6 4
A‘1=—1—12 -28 30 -14
4 -6 2
Bsp: Man lose das folgende Gleichungssystem
ax+by=r a b)(x r X a b)'(r 1 d -b)(x
= = = =
cx+dy=s c d)ly S y c d s)vsad-bcl-c a jly
b)" d -b
Nebenrechnung: a S L (A A 1
c d detAl A, A,) ad-bcl-c a
dr —bs cr—as
X = y=
ad —bc ad —hc
Satz 4.8

Bew: A’ existiert - Al=

A= Matrix
Al existiert = detAz (

1 At Ay

T detA|

= detAz 0
A, A,

Folgerung:
detA=0 = esgibtkeine Inver:
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5 Nichtquadratische Matrizen

all a‘21
a21 a22

A Ao

Bsp: A=

© o1 -

&
a?z = nicht quatradisch vom Tyfk n) , faksz n
A,
1
2 3 4
2| _
6 7 8 B= =X
3
01 2
4

Def. 5.1

(1) Zwei Matrizen vom gleichen Typ werdendétt (subtrahiert
indem sie elementweise addiert (subkahiwerden

(2) Eine Matrix wird mit einer Zahd  multiiiiert,
indem jedes Element mit  multipliziering.

Def. 5.2

Matrix x Vektor
Eine Matrix wird mit einem Vektro multipliziert, @em die Elemente einer Zeder Matrix
skalar mit dem Vektor multipliziert werden.

w
-

Bspl:

N
[

Bsp2:

P Ok O R
P O O R K

Anmerkung:

Jr2 L
3 |=

9 -4
-1

3 17

41 (1 13

1M1= 4

213 6

3 1

(1) Eine Matrix vom Typ(k, n) Uberfuhrt einem — dimensionalet Vektor k —dimensionalel Vektor.
(2)  Eine nichtquadratische Matrix besitzt keingdbminante.

Bsp3: (1 2

2
Ih3|=(9
0

Def. 5.4

Multiplikation von Matrizen

Zwei Matrizen werden miteinander multipliziert, rd man jeweils eine Zeile adsr ersten Matri:

mit der Spalte aus der zweiten Matrix skalar miitiert.

21

Bsp4:
(5

Folgerung:

~ P N
D W -

o

Eine Matrix vom Typ(k n) kann nur mit eindftatrik vom Typ(n k) multipliziert werder
Es entsteht eine quadratische Matrix vom Tigpk)
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V  LINEARE GLEICHUNGSSYTEME

1 Definition und Losbarkeit

Def. 1.1 Ein Gleichungssystem der Form
A X FapX, e agX, =1,
a21x.l.+a22x2+“'amxn = r2
X ta Xt 8, X, =1,
heil3t lineares Gleichungssystem. Daliil slie Unbekannter X, ..,x, zu bestimm
Das Gleichungssystem ¢ihomogen, wenn alle Zahlen= (@ = 1 2]) sind,
andernfalls heil3t es inhomogen.
Bspl: inhomogen Bsp2: homogen
3% +4X, + 5%, =1 X+y+z=0 1 1 1)x 0
2% +X,+7%,=0 X-y-z=0 = |1 -1 -1jy|=|0
X +X,—2X,= 4 y+z=0 0 1 1)z 0
Satz 1.1

Jedes lineare Gleichungssystem ist darstellbahdik = 1
A= Matrix
I = Losungsvektor

F=0 < homogen
0

N

r = inhomogen

Bsp3: x> + x° + x7 + x7 =0
S A I | I .
Xlz XZZ X 5 X‘; nicht lineares Gleichungssystt
3x o+ XS - o x,” =0
-2x° x> - X° - x° =0
Existenz von Losungen
+x,=1 =0,75
(1) %% einzige Losung: X
=% =05 x, =0,25
11 1 0,7
- ) = = X=
e = =[5
-0,5x, =0 =a
(2) X z Lésungen: X alR
2% —X,=0 X, =2a
1 -0,5) (X 0 _(a 1 . i
- = = X= =a o viele Losungel
1 -2 )1(x 0 2 2
+x,=0
(3) X1 keine Lésung
x+x =1
11 0
= 52 = keine Losun
11)(x) (1
Anmerkung:

Bei einem linearen Gleichungssystem gibt es fulLdgung folgende Mdéglichkeiten:
1. eindeutige Ldsung

2. unendliche viele Lésungen

3. keine Lésung
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2 Lineare homogene Gleichungssysteme

Def. 2.1 ] .

A= Matrix (quadratisci

AX=0 : lineares homogenes G

X = Lésungsvektor
Satz 2.1 L -

AX=0 = x=0istLosungsvektof triviale Losuj
Bew: AD=0

e {2605 = (2374
e (LYY - (255

Satz 2.2

Xx=0 . ..
= [ } (nur triviale Losung
y=0
=0 =1
= [X J und [X J
y: y:—
AXx=0

% =0 einziger Lésungsvektor - datz

Bew: (1) O: detAz0 = A" existiert = [A>”<=*O:> X=A‘1ﬁ&—§)

IV, Satz 4.8

@ Vorbedingung: X = 0 einzige Losung — zeigen
Behauptung: deA#z O

Indirekter Beweis:

Annahme: detA=0 = Spaltenvektoren vah linear abhér

sei A=|4& 4, a, (éj :Spaltenvektorén
- : X 0

AX=0 = |a & .. &a|0:|=|!| = &X+4a,Xx,+...4 [k =0
Do x 0

= min. einx, # 0 ( dagi, abhéng)g = X# 0= Losukg O existiertdev/spruch zur Vo
Satz 2.3

Ax=0, detA= 0 < es existiert eine LOSURG

Bew: detAz 0 - esexistiert nut= o( satz?

detA=0 < es existiert eiR# O( auler *)

3x+4y+z=0 3 4 1)(x x=0 x=-1
Bsp3: x-y+z=0 = |1 -1 1|ly|=|/ 0 det 0= y= 0 undy= !
6x+8y+22=0 6 8 z z= 0 z= 7
2x+y=0 |2 1 - )
Bsp4: =-320 = x=y=0 einzige LOsun
x-y=0 |1 -
Satz 2.4

AX=0, detA= 0 - es gibt unendlich viele Losungen’

Bew: AX=0 mitx#0 = A[AX=A0=0=A(AX)=0 = A% Losung fiir alld IR
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x+y=0 1
Bspb5: = =0

" 3x+3y=0 3
. x=1 x=4 x=-3 x=0 x=A
Lésungen: | | | = (ADR)
y=-1 " y=-4  y=3 " y=0 y=-41

Satz 2.5

AX=0, detA=0 (XDR”)

= die Menge der Losungsvektoren bildenegitinearen Unterraum d&s

Bew: Fall1: x%#0Ldsung = AX Losung( Satz J. {A%} =Gerade ( 1. dim. Unterrauy
Fall2:  y#0 weitere L6sung, X § linear unabhéangig> A,y  udg

= A(AX+A,7)= MX+ALY =4 AX+A,A7=0 = AX+Ay=Losung ( Ebenk
4 Ry

Fall3:  z#0Losung ... usw
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3 Lineare inhomogene Gleichungssysteme
Def. 3.1 A= Matrix
AX=r mitF #0
X = Lésungsvektor
= A[X=r lineares inhomogenes G|
Bspl: x+y+z=1
X—-2y+3z=2
x-y-z=0
saz 3.1 AX =T inhomogen
Das GLS besitzt genau einen Lésungsvekts 0, dann und nur dan
wenn die Determinante vok  ungleich O(ist Alet ) O .
Bew: zeigen: eindeutige LOsung = det #
(1) eindeutige Losung=  dé&t#
indirekte Annahme:detA=0 = esgibteiz ( )O ( Satz
sei X = eindeutige Lésung= AX=F = A(x+r) AX+AF=F+0=r
= es gibt zweite Losung= Widerspruch= Annahfalsch =  Satz richti
(2) detA#0 = eindeutige Losur
detAz 0 = esgibA’ = { wenmx =F = X=A'[
eindeutig
X + 3y + z =1 34 1 1
Bsp2: 3y - z = 2 = |0 3 -1ly|=| 2| det 6% 0= eine Losul
7z = 8 00 7 8
Satz 3.2 -
Ax=r (r#0)
detA=0 = es gibt unendlich viele Losungen iogar keine
Bew: (1) detA=0 = keine oder Vviele Lésung

detA= 0 = es gibt keine eindeutige Losufig dariite dett ) =  keine oder mindestens z

seix X, Losungen mit, 2 X, = A(X,—X,) = AX,—AX,=7-T =0
setzeZ=%-% = Az2=0= A(>?1+/12)=AX1+AAZ=r +A GT
= X +AzLosungfirallelR = o viele

(2)  keine odero viele Losungen= aet
indirekt: detA# 0 D eindeutige Lésung, Widersprt

Existenz von Losungen

detA+0 < genauecine Lsg detA20 < nuri=0= Lsg
iele Ls = i
dotAd—0 “’.Vlee g detA=0 < oo viele Lsg
keine Lsg
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4 Die Cramer’sche Regel
Herleitung

GleichungssysterAx =7 ( détz )0

A Ay A
Sox=AE o At fe P A (A, =Adjunkte)
Vv, Satz 4.7 detA| ... ... !
A, A, An
1 A.l A\l rl Xl
= X=A'lf= =
detA .
Aln : Awn rn Xn
r1 a, ... a, S
1 : " det(r &, &,..4,)
A, O, : D= . =Spalt kt
o @y CA
a, n .. a, L.
1 1.0 . i det(&, 1 4, ,..
%= e tA('Aizm Aot A ) = det| ~ al de((;ilaz?; 2))
ay Ty .. Ay 7
allgemein:  x; = det(a1f12:a3: ' ’:a“)
det(& &, 4&;..4,)
Satz 4.1 Cramer'sche Regel
SeiAX =T Gleichungssystem mit detz O uhe (&, &, ,..d,) (aj = I&pwektor)
Loy - det(a—1 il f“)
det(a, &,...4,)
Anmerkung:

Man erhaltx; indem man in der Koeffizientendeterminate die &pill j durch die rechte Seite ersetzt und diesen

Determinatenwert durch die Koeffizientendetermieaditidiert.

X —y =4 1 -1 0)(x 4
Bsp1l: y - z = 4 0 1 -1y|=| 4
X +y + z = 4 1 1 1)\z 4
4 -1 0
4 1 -1 1 -1 |4 -
4 +
X_4 1 1) 1 1| |4 1|_4m@>+8_16
Tl -1 o 1-1.0- T 241 3
0O 1 -1 1 1 |1
1 1 1
14 0
0 4 - 4 - 0 -
- 1 -1
14 11 |4 1 1 1 4 1 12
y= =— z==10 1 == +
detA 3 3 1
1 1
ax+by=r a b)(x r
Bsp2: =
cx+dy=s c d\y S
rd-sb y as-—rc
ad —bc ad —bc
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VI EIGENWERTPROBLEME

1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Def. 1.1 Es seiA eine quadratische Matrix

Wenn AX =AX mik# 0AOR , dann hei@t Eigenwert uh&igenvektor

2 1) 3,61

Bspl:
1 3)|585 %,_, 161
— e

A X

Satz 1.1 .
X = Eigenvektor zlA =

a [X = Eigenvektor zlA =
(Es gibt unendlich viele Eigenvektorg

Bew: AX=AX = aAx=alx = Allox|=Alox|

Satz 1.2

AX=A% = (A-AE)x=

Bew: AX=AX - AX-A

Satz 1.3 ]
A Eigenwerte zA =  d¢iA-AE)=

Bew.: AX=4AX < (A-AE)x=0 < defA-AE)=0 (dahomogenes G}

Satz 1.2

Folgerung:
Berechnung von Eigenwerten: Man l6se die GIeichdatjA—/lE) =0

21
Bsp2: A:(l 3); Eigenwerte=

det(A—/lE):deHi ;]—/1((1) Sﬂz deE 2_1/] }1/1]:‘}1/] ;A‘: 0= (24)( 3A)- %

3,61 )
= A*-51+5=0 = A=25,25- EF{ 8}: Eigenwerte

1,382
103
Bsp3: A=|0 2 1
0 0 4
103 (4 00 A 0 3) |[¥4 0O 3
det(A-AE)=det| 0 2 1-| 04 = det 0 24 1|=| 0 -2 =
0 04 (0 04 0 0 42 0 0 44

=(4-4)(2-4)(1-2)=0 = A= 4|2|E Eigenwerte
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Satz 1.4

det(a-AE) ist Polynom im vom Gragn (A=nxn- Mat

a, &, ... 8 10 .. 0 a, -1 a,
a, .. a 01 .. 0 a,,—1
Bew: det(A-AE)=de a:zl :22 Y - = a:21 “

By @p - 8y) \0 0 ... 1)) [a a,

8y~ A

Berechnung der Determinate+ — |1 | uhd bis héchstenss Polynom Gradck n

a,-1 a, ... a,
a,-A ... a
Auffinden aller Eigenwerte: ~ Man 16 eafl “ 2 1=0
an & T

Def. 1.2 ] .

Das Polynom ddtA-AE 0 heift charakteristiscR®lynom zA
Satz 1.5 _ o . . . . .

Einen— reihige quadratische Matrix hat hochsters clhigeslene Komplexe oder Eigearte.

Bew: det(A-AE)= Polynom Grad = Sa

3 00
Bsp4: A=|0 2 1
1 -3 2
3-4 0 0 2o 1
0 2-4 1/=(34 =(3A)|(22)°+3=0
(07 Az 3
1 -3 2-A
A, =2+4/3]
= (2-1)+3=0=A-41+7=0 = A =23} Eigenwer
) A =3
31
Bsp5: M =
0 4
3-1 1 A =3 MX = 3x
det(M - AE) = =0=(3A)(4N)=0= 0 T W
4-) A =4 = My=4y
Berechnung der Eigenvektoreqy
(1)  Eigenvektoren zul, =3
0 -
Xx=0
y

g = 2w - 31 1

Mx=3x = (M-3E)x=0 = ( ]_{
0 4 0
[o 1)(&%@ L o%=0 sz a(lj (a0)

0 (%) (0 X, =0 0 0
(2)  Eigenvektoren zul, =4

My=4y = (3 1][“]:4[3’1] = [33’1”2]:(43’1] WY A,

0 4)\y, Y, 4y, 4y, dy,= 4y,

1
= Y,=a = a:4y1—3y1:y1 = = y:[a]:a(]
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Satz 1.6 A Matrix

Asingular = defA= 0 = A hat Eigenwerl

Bew: det(A-AE)=de(A- €)= def=

Satz 1.7 1
A#0, A Eigenwert zZiA - 3 Eigenwert A" ( d&t )
< < < 1o -1y 1. “1g S
Bew: AX=AX < X=A'AX=AA'X - ]x=A X Alx=;x
Satz 1.8

E hat nur Eigenwerd =

Bew: EX=X = EX=1[IX

Def. 1.3
© A heitk — facher Eigenwert vok , fallsk—  fache Nullsteles charakteristischen Rodms ist
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2 Abbildungen im Vektorraum

11
Bspl: M = V2 V2 =i(1 1]
EN B VFICE I
V2 2
y = MX

r=me =5 o5l

M beschreibt eine Drehung der Ebene

0 2

s YHE(Y - o

Def. 2.1

2 0
Bsp2: M =( ]

Die Beziehungy = Mx  stellt eine Abbildung dar, die jed@unkt( Vekto} X
desn- dimensionalen Vektorrauk?  einen RL(nkektor) y zuordnetn heif3t Abbildun
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