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DIE REELLEN ZAHLEN

§ | natlrliche Zahlen| ganze Zahlen rationale Zahlen reelle Zahlen| NOZOQUOR | komplexe Zahlen
5 N={0,1,2,.} z={0,£1%2,.} Q:{Bm,qmz undqi%
N q

Binominalkoeffizienten

n)_n{n-1){n-2)0.0n-k+1) N \_ngn-)n-2)0.0n-(-k)+L)_  n! n\_ nl

k)~ K| n-k (n-k)! kI(n—K)! k) k!(n-k)

[E}:o (wennn <k)

BRNIEE

n
n
Binominalsatz

Kombinatorik

(a+b)n =a" +(2]mn1 [ﬂ)'f'(n] @n—z [ﬂ)z_l_[n] Bin—smB_’_.“_l_bn =Zn:£:] I]inik [ﬂ)k (a_b)n _ n (:][ﬂ_l)k |]a-n—k [ﬂ)k

2 3 k=0 k=0

n
Kombinationen:  Eine Menge mmit- Elementen bes&(z} verscliedene Kombinationen mit—  ter Ordnui

FOLGEN UND REIHEN

5 | arithmetische Folge geometrische Folgen

g %’ . n n no - an+1 - n e

28 a=a+(j-)M | Ya=-(a+a) | Ya= (az1) | a =a '™ Zajzaid'_q
j=1 2 j=0 1_a j=0 1_q

Eulersche Zahl Reihe (unendliche Folge)

5 " LB 1 Exponentialreihe

i Iim[1+£j =e | 2= (lak) 2 o

sfrelon i=0 -q eX:1+X+_|+§+$+

LINEARE ALGEBRA

aD5=|a|[|13‘m:osa vV =det(d .4, ‘a+6‘s|a|+‘5‘ ‘ax6‘=|a| [.B‘ cosa

3,
al A=det(s,,..a,)

4 senkrecht zb ~ A =

k _ k -
linear unabhangig- {ZAJ&] = 0= A=A,=.A= } linear abhangig= {ZAJ&] = 0=  mindestens dinz }
=1 =1

Skalarprodukt Vektorprodukt (Kreuzprodukt) Spatprodukt
: = | axb=|ap-ap,|=|a, a, af | alfbxc)=|b b, b, /\
% ab, —ahb, b, b, b G G G nein 7=0 =

Inverse: AX=F - x= AT det( A[B) = detAldeB WV

det4#0 < genaueine Ls; et 420 < nuri¥=0=
-1 — 1 A:n A:M |:F :O( homogel) detd=0 & {:e;izl;r_;gg je:j:g o wmle(;gLsg
detA| i 7 # 0(inhomog)
A, o Ay
Cramer: A Eigenwert ziZA | BACCAB

X:det(éi,...ﬁ,..én) det(A-AE)= 0 | ax(bxc)=b{am)-c{amb)
: detA
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FUNKTIONEN

Zweipunkteformel (Gerade)

Nullstellen (Parabel)
2

Nullstellen (Parabel)

YooY _ YTy -b++/b? —4ac
é (Xi'yl)(xz’yz)jﬁ_rxi X +px+q=0 = x=__gi %_q a+bx+c = X = ——
$ | Fundamentalsatz der Algebra Scheitelpunkt (Parabel)
P, (x)=a(x=x)x-x,)0.0x-x,) —£|c—b—2
2a 4a
Kreis Ellipse um(x, | Y,)
(Xliyz) & (Xzayz) (X—Xo)z (y_y)z (X_X0)2
= =306 %) + (v, -y’ =1 ((alb)= Achse) = y =2 V[} 2 J+%

Hyperbel um(x, | y,)
(x=%)" _(y=vo)°

Kegelschnitte

a’ b?

(x=x)"
- =1 = y=% bz[ a —1]+y0

2 X

a

a

Asymptoten der Nullstelle der Hyperbel
Hyperbel um(0]0) | x=++/a

a, X" +a Xy +ayy’ +hx+by+c=0

a; &,

a12 a'22

=

>0 < Ellipse (Kreis)
=D=4<0 < Hyperbel
=0 < Parabel

. log, x x Iny .
£8 y=log, x=—2 =g =¢gha - dna =a~ x=—2= | Inx=In|x|+ j [arcx
n} y gb |Ogab y a € (é ) y = Ina | | J
GK AK i GK AK Kosinussatz Sinussatz
sina=H— cosa'=H— tang =217 = 2% COlT =—" | 2 _ 22412 _2aptos a b _ ¢
yp yp cosa AK GK 4 sing _ sinf sy
¢ | cosx= cog-x)= si€£+xj cos(x+y) = coxOcoy~- siRO sip | cos(x-y)= cosxOcog+ sir0 sip
g 2 sin(x+y) = sinx(coyy+ cogO sig | sin(x-y) = sinx[cosy~ cox siy
Y I A T
2| sinx=-sin(-x) = co{§+xj tan(x+y) = tanx+ tany
1-tanx[tany

sin 2x = 2[kinx dcox
cos X = coéx— siAx= * [ sfix

sin x+ cog x = |

1-cosx = stiﬁg

COSX = 0,5]3 &+ éﬂ)
sinx=—0,5[@é5k— éﬂ)

z=arib=r® (1=[2) e a0 n2,=72,6% % [1_1 1,
2 .12 a _ z ze? z
: |Z|=Z: a’+b b é:ieJ(%-a’z) .
5 a=r[osp , arctanatn ,a<0 z, 2z, z :|Z| e’
2 . =argz= p+2kn
g | b=rin = i
Bl ¢+_ , g ,a=0undb> ( VE:Q/E@ " (kDZ)
Z= r(cos¢ JS'W)) es gibtn-verschiedene Wurzeln
Z=a-jb=r@" -g ,a=0undb< 0
. 1 ,x 1 . e —-e* *+ e
z smhx=—(e‘ - € ) coshx=—( €+ € ) tanhx = cothx =
_EJ_ 2 2 e)( + e—X eX - e—X
| costf x- sinfix= | sinh(x+y) = sinhx(cosly- cosk sinh | cosh(x+y)= cosk(cosfi+ sintl] sint

Polarkoordinaten

Parameterdarstellunfa<t<b) t=Paramete

X=rleosp | y=r3ing | r=[+y? | p=arctan’ | x=4(t)

X

y=¢(t)

Kugelkoordinaten

Zylinderkoordinaten

x=r[$infdltosy | y=r3indsing

z=r [@osh x=rleosp = y=ri3ing 7=7

Darstellung
5]

.P:(x,y,z)

z
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DIFFERENTIALRECHNUNG

s 1 tim f (% +h)- (%) (D) =uv+w | (u) _uv-w' | (o) = (UtvEa ) wEuew = o vwe+ uew
g| h-o h V =7
y y, y y' Yy y’ y yr
1
a 0 N ax*? e e In x o
1 1
sinx COSX COSX -sinx tanx cog x cotx sin® x
c 1+ tarf x -1-cot x
£ _ 1 1 1 1
3 arcsinx arccosx - arctanx 5 arccos - 5
< 1-x° 1-x° 1+x 1+x
1 1
sinhx coshx coshx sinhx tanhx cosH x cothx sinh? x
1-tanif x 1- cothf x
arsinhx ! arcoshx ! artanhx 1 arcothx 1
V1+x3 N 1-x2 1-x°
_ x — Xha _ X r _ Xlh — AX f(b)-f(a
y=a‘ =¢* a—(éna) = y=¢&"0m=a"lm | vitelwertsatz: 0& mitas<&<b, so dasf;'({):%
-a

% Parameterdarstellung Polarkoordinaten Extrema
e y:l//(t) :ﬂ:w’(t) y:r(¢)m;os¢ :ﬂ:r’Ed:os¢—rDsir¢ istf'(%)=0undf"(x)< 0 = X, istMa
x=¢(t)] “dx ¢'(t) x=r(g)Bing | ~dx r'Eing+r o istf'(x%)=0undf"(x)> 0 = x, istMir
INTEGRALRECHNUNG
f(x) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x)
Ia@ix ax+c jx" [aix 1 e Iex[bk e +c ax In|x|+c
a+l X
J' dx j dx
Isinx[bk —COoSX+cC jcosx[tk sinx+c¢c cos x tanx+c sin? x —COSX+¢
5 '[(1+ tarf x) & .[(1+ cot x) &
g dx arcsinx+c dx dx dx ~
§ I e (—1s < 1) j e —arccox+c IW arctanx+c J.ﬁ arccotx+c
J' dx j dx
Isinhde( coshx+c ICOShX Ok | sinhx+c cosH x tanhx+c sinh’ x —cothx+c
'[(1— tantf x) & .[(cothz X— ]) &
1(1Xx2 arsinhx+c j \/% arcoshx + ¢ I 111);2 artanhx + ¢ J.lib)((z arcothx + ¢

Partielle Integration
Iu’vmx = uv—juv’dx

J

(%)
f(x)

[x = In| f (x) [+c

b
Mittelwertsatz (1& mita< &<b mit [ f (x) &= f (¢)(b-a)

Regeln

[ermrk=n! (nON)
0

stetig =

integrierba

differenzierbar= steti

differenzierbar=
integrierbar=%  differenzierb:

integrierbe

stetig # differenzierba

J'In x[alx = x[fInx—1)

J.sin2 axdx =%x—% sirt 2rx

jco§ ax d<=£x+i sif 2rx
2 4a
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ANWENDUNG DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

Die Reihe ) a, [Qx—xo)j = f (x) heiRt Potenzreihe. Wenn sie fiir- x,| <a konvergiert, heiRta Konvergenzradius.
j=0

"(%) 2
2?0 (X_Xo) +

Taylor - Reihe
—
—
N—
—

(x=%)+

= klxo X
k=0 : f (X): —j!

Mac Laurin (beliebig oft dfb, umgx
o §00) (0)

D(j

=0

A:anb‘y 1+y'? dx V:njb'yzdx

Rotation

a

b
M :znjy 1+y'2 dx

Die Funktion f (x) sei periodisch mit der Periode 2
und stlickweise monoton stetig, dann gilt:

f (x) =%+Zn;(aj [€osj x+b, [sinj x)
=

17[
11 f(xd
2 n_fn (x)dx

T

Die Funktion f (x) sei periodisch mit derriele T
und stlickweise monoton stetig, dann gilt:

f (x) =%+§(aj [¢os( j wx)+b, Osir( j wx)) mit

2y
=2 (x)d
3 n{ (x)dx

1
== f E:
a nj ) os( j X) &
z bj—;_J;f(x)Bln(Jx)dx

Die Funktionf (x) sei gerade iﬁ% <X SIZ

f (x) :%+§aj [cos( j wx) [w=%) mit
aO:%)]'f(x)dx
a :%)]‘ f (x) [os( j wx) d(z%ujg f (x) Oco$ j wx) 08

0

PeriodeT und stiickweise monoton stetig, dann gilt:

Die Funktion f (x) sei ungerade iﬁ% < stZ

PeriodeT und stlickweise monoton stediann gilt:

f(x)=§bj in( j wx) (w=%) mit

b, :%’] f (X)Bin(j wx) & = 2‘”? f (x) Csin j wx) &

s| . @¢(x) _, ¢'(x) | Die Regel von de I'Hopital gilt auch fip(x) — e undg(x) -
= [ lim =lim —
e (0 ")
(x-a)™" *__ -2 G b’ - &
J-( A)md)(: A 1- (mil) J-aX2+bX+C /4ac_b2 rcapl dac - bz ( C<()
X—-a
Aln|x-a (m=1) J' 2dX -2 (b2—4ac:0)
ax“ +bx+c 2ax+b
J‘ dx 1 |ZiX+b—\/b2 4‘3.C| (b2—4ac>0)
ax2+bx+c Jb? - 4ac |2ax+b+\/b27|
J‘—;%HB dX:AEIn|ax2+bx+c|+(B—A—bjlij'—2 o
ax” +bx+c 2a 2a ax“ +bx+c
Partialbruchzerlegung
Q.(x)=a(x-a,)" {x-a,)* 0. [fx-a,)"  a =reel

Integration rationaler Funktionen

+A2+%+___+A‘1

(©)

Qu(x) x-a, (x-a,)° (x-a,) (x-a)* x-a, (x-a,) (x-a,) (x-a)*©
PR S + S o+ C"Pk
X~ (X_ap) (X_ap) (x-a)
J' R () dx=7? (1) Wennnzm = man dividier® (x) Q,(x) underh@t(x) Q;(x)=S(x)+ R ()
Qn (%) e Qn (%)
(2) Man flhre fug((?) bzw. gm((i)) eine Partialbruchzerlegung durch

Man integriere alle Summanden
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DIFFERENTIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VAR

IABLEN

in 2 Variablen

Sei f (x.y) differenzierbar = o lira
ox h-o0

o (xrhy) -t (xy)
h

Satz von Schwarz

Seiu(x.y) zweimal differenzierbar=u,, =u,

?istdieSteigungvou k- Richtung tansdBteigungs:)
X

?istdie Steigung von - Richtund tansdBteigungs)
y

Gradient:

u(x,y) differenzierbar = gra(i|)=[lljx)

y

Richtungsableitung:

Seiu(x.y) differenzierbar und eine beliebiBichtung uniR?> mitf =

dann ist: % =7 Ografu) die Ableitunf Steigupg in Richtung
r

n&herungsweise die Zunahme der Funktifr y)

du=u, dx+u, dy (d( , kleine Zahle)1 heil3t "vollstandiges" odetdles Differential" und gibt
an beidaing von(x y) nacfix+ xdy+ y§i  ( Hoherfdien2)

Maximum
Q) u =0; u =0

y

u
(2)  Die Eigenwerted der Matri%uxx
X

Minimum

Q) u =0; u

=0

y

u o (u, u
ij < (2)  Die Eigenwerted der Matn% ij >
uW uyx uW

M

Integrale

1 k
Ve [[[xpav Kugelkoordinaten

dv =r? sing 8 Odp

Clat

=t [y

K 2r £(r)
ZS:Mi H'[zpdv J‘j f(r,g)rdrdg

Zylinderkoordinaten

f(x)=0,
Yy, = y—Koordinaten des Schwerpunktes der Flache
A =Flacheninhalt
V = Volumen des Rotationskorperg f (x) ~ wm  Ach

stetig

EHRFACHE INTEGRALE
I Tuenoa | oo fluenoacff | i utna |
V= u(x,y)dy dx ol V=||u(xy)dyd= oy & A= u(x,y)dy dx 7
200 A a® a0 % 29(x) A
a 2 a 3
Schwerpunkt: M = KI'[IP(X, v, z)dzoy & Guldin’sche Regel

DIFFERENTIALGEOMETRIE

Ebene Kurven in kartesischen Koordinaten

yll 1

1+ y'23 _W

y=1(x) = «(x)=

y = f(x) hatinx=x, Extrenun
= k(%)>0 < Minimum

K(%)<0 = Maximum

1) f(xo):g(xo)

Kurven schneiden sich bek x,

) f'(%):_m

Seieny = f (x) ;y=g(x) Kurven.

im rechtennkeal, falls

Seiy = f (x) eine Kurve
Y=Yy +Y (%)(x=%,) Tangente ar{x, y,)

Schnittwinkel zweier Kurven
Seieny = f (x) ;y=g(x) zwei Kurven; Schnittpunkt bek x,

- F'(%)=9'(%)
—y -1 - = Schnittwinkel: tary = - ;
Y=Y, y'(XO)(X %,) Normale an(x, y,) 1+ £ (%) ' (%)
» | kartesisch: Vektordarstellung ) Parameterdarstellur x=¢(t)
é |_:ji 1+ 2 dX " & g(t)=[¢(t)\J - §'(t)=[¢,(t) " 12 12 y:l//(t)
: a\/ y L= [[s/(t)|ct w(t) '(t) L=[g"+y o astsb
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VEKTORANALYSIS

Flachenvektor

Flachenintegrale

Es seiA ein ebenes Flachenstiick im Rabar.Vektora heil3t Flachenvektor, fe
(1) &aOA (im Sinne einer Rechtsschragl

(2) | =Flache vorA

=aly

Flachenintegral
F F
[vda="vda

. Divergenz Integralsatz von Gaul3
£ v, v, (% Y,2) K = Korper mit Oberflach& und= Vektorfe
g _ di __0v,  0v, Ov, . K _
sPV=\v,|=v(xy.2)| = 'VV_&+a_y+E = @vma: jﬂdqudxdydz
v, ) \v(xy,2)
« | divv=0inP Elektrostatik
%;5: = in P existieren keine Quellen und Sent | i\ E = 1 o
(o4 B-O
+ ¢ Symbol: v t
8 “[vds="fvas I"ds:tjvs(t)dt
3 & & & Ein Vektorfeld\7(x y Z) heiRt wirbelfrei, Es seiA ein Flachenstiick mit der Begramgskurvek
% rotv = 0 0 9| wenn firrjede geschlossene Kurve giIgSV s Lmdv(x,y/;z) ein Vektorfeld
3 ox 0dy 0z @“ ds = C,[) rotv ci (Stokeg
= Vl VZ V3

Vv = Vektorfeld

Potentialtheorie

Falls es eine Funktiom=u(x y,z)

gibt, so d&ss

dugd st

heifRtu Potentialfunktion oder Potential.
In diesem Fall heil3f ein konservatiesd oder ein wirbelfreies Fe

Ein Vektorfeldv(x y z) besitz
genau dann ein Potential,
wenn rotv = 0

r [dost
Kreis: s(t)=| r Csint
0
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Dgl 1.0rdnung

linear homogen '—a(x) N y' _ (
yl — a(x)w y - y y -

|y| e[ dx+c_y = y= é’

= jydx I

X)dx+c = In|y|= Ia(x)dx+c

ch[z

linear inhomogen
=a(x)0y+b(x)

(2) Variation der Konstantep

Ansatz: y= y(x)e[a(x)dX

= Y () =b(x)@! ™"

(1) Lésung der homogenen Dgl y' = a(x)y =

y, — V (X) @?[a(x)dx + y(X) [é[a(x)dx Bi(X)
einsetzeny' = /() e " a(x)/(x) T Jich

=a(x)y+b(x) = y(x)d " =b(x)

x) = [b(x) B/

]
y kurzen!

“k+c

Losung: y:|:'[b(x)@’Ja(X)dxd(+C:|Ega(X)cb<

Trennung der dy _ dy _ dy
Variablen &—f(x)ﬁg(y) —g(y)_f(x)dx = .[ o( )_I () et
"= f(x
y'=f(x)a(y) = nachy auflésen= y=... ( Losung
2 oy = f () n mal integrieren = y=...
o
@ " I — " ] 1 ] ! ] !
slyy=f(x yw=§(y2) = (y?) =20 (x) = y?=2[f(x)&k+e= y=[[[f(x)dk+q k+c,
8| F(xYy.y')= Substitution: y'=z = F(x,2,7)=0
Aufsuchen einer speziellen Losung bei ay - y+a -y +a,-y"+_.a,-y" = r(x)
() 4 () ()5 = 1 (5) o e
Polynom Grad n Polynom Grad >n
ja nein a-e”* p # Losung charakteristischen Gleichung ¥y =A-e”
: a-e” p = Losung charakteristischen Gleichung w=x"-A-e”
homogen mhomogen a-cos px+b-sinpx | j-p= Losung charakteristischen Gleichung Y= jCOSPX+B sin px
y=aoay oy, g, Y=y tog tegy, o0y, a-cos px+b-sinpx | j-p=Losung charakteristischen Gleichung | 3, = ¥ (A4-cos px+ B-sin px)
J; =spezielle Lésungen ¥y = spezielle inhomogene Losung
oy +...c,y, = allgeime homogene Lisungen
lineare Dgl mit konstanten [1 A reell, Vielfachheit isk = vy, =& y,=xé&*; y, =Xt e
Koeffizienten . . : ux ;
, ) ) [2] A =u+jvkomplex, Vielfachheit = vy, =e*coqvx); y, = & sifvx)
Qytay+tay +..ay’ = ) ) .
S [3] A =u+jvkomplex, Vielfachheik
Man lose die charak. Gl. o o
- a0+a1/1+a2/12+“.an/1n:0 = y1=e Coivx) yk+1:e S|n(VX)
[a]
2 | und erhélt die Nullstellel y, = xe* cofvx) Yier = X% sin(vx)
= Y, = x7e” coqx) Yo = X< sin(vx)
a, y+a y+a, 0y +..a,0" =R () (R, (x) = Polynom vom Gradt)
Eine spezielle Lésung findet man durch den unbesten Ansatz
Yo = by +bx+bx* +...b X" (m=k) wobei dieb, durch Koeffizientenvergleitiestimmt werder
a,[y+a 0 +a,0y +...a "V = Ae™
Falll: p keine Losung der charakteristischeni¢bleng = Ansatz: y,=Aé&
Fall2: p istm- fache Lésung der charakteristiscfdaichung = Ansatz: y,=Ax" &
8, y+a by +a,0) +...a, /" = Acospx+ B sinpx
Falll: jp keine Losung der charakteristischeriGiung = Ansatz: y, = A copx+B sipx
Fall2: jp istm- fache Losung der charakterististlé@eichunc = Ansatz: y,=x" (A copx+B sirpx)
Ein Anfangswertproblem (AWP) ist gegek: Ein Randwertproblem (RWP) ist geget
1. durch eine Dgl 1. durch eine Dgl
E 2. durch zuséatzliche Anfangsbedingungen der Form 2. durch zusétzliche Anfangsbedingungen der Form
é y(a):ao; y’(a):al; y"(a):az; y(k)(a):ak y(a):a’; y(b):ﬂ; y(C):y; y(k):K
so, dass die Lésung eindeutig w so, dass die Losung i< x<b  eindeutig w

Ein EWP besteht ausl. durch eine Dgl mit einem unbekannten Faktor (Bigat) 2. Randbdg (evtl mit unbek. Faktor)







Taylor — Reihe

1-x
y=(1-x)" = y(0)=1
v=a? = y()=1
y' =2(1-x)" = y'(0)=2
y"=3(1-x)" = y"(0)=3
= y:i: y(0)+ y(0) X+ y'(9) X+ y'(9) Xt =l x+xP X3+
1-x 1! 2! 3!
y =sinx umx, = 0 entwickelr
y =sinx = y(0)=0
y' = cosx = y(0)=1
y" =-sinx = y'(0)=0
y" = -cosx = y"(0)=-1
y¥ =sinx = y¥(0)=0
— sinx=y(0)+ y'(0) . y"(0) <+ y"(0) o+ v (0 o y9 (0 o
1! 2! 3! 41 5!
=O+x+%x2 §X3+ZO!X4 51|x5 =X §1'x3 ;x5 %x7 gllx9

Rotation

Mantelflache eines Kegels

y=ax+b= ax——D<

h
A= 2nJ'y\/1+y [olx = 2nj k,/1+FEHX— 27—1/ ZJXEHX— 27—1/ L—z{x—;} = ﬁ%%\/h2+rzd§:ﬂ|][ﬂ:A
0

Volumen Kegel

r
y=ax+tb = y=ax=—x :

h
h h . 2 2h 20 3" 213
\Y =7TJ-y2dX=ﬂ'[r—xzdx=ﬂr—J.X2dX=7Tr— x =ﬂr—h—=ll’2ﬂh
° o h? h? < h?| 3 |, h? 3 3
Fourier — Reihe
.............................................................. ” (Osxslj
y:
| 1 (1-x) (Esx<1j
2
=%+i(aj [eos( jox) +b Dsir(ij)) T=1= a)=2?ﬂ= ¥ig
j=1
1 0,5 1
:QJ mxzz{jxmx+jxmx}:291::—
]TO 0 0,5 4
" 1 0 (] gerad}
a, =— | ytod| jwx) ilx = xOco$| 2Zrx)dx+ Ex)0cdyg 72)dx | = 2 )
J ”'([y {ex) {'([ 4 2 5[5( )Deds 729 } _ﬂzjz (j ungeradg

0,5
b; ——J'yBln joox) [olx = 2“xﬂ;m j 2rx dx+j (1-x)Osin{ j 2rx)d } 0
0

= Fourierreihe: y—l— 1{ os(]DZTx coésijlﬂx)+ 0455[2572()#.1

.p



T2 y=
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Umrechnung von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten

Q) cost9=E = z=r[kco¥
r

@ sing=Y = u=rming

r
cosg =X = Xx=ulko® =r UOsid ] cog
u
@) sing=Y = y=ulsing=rsirdsip
u
= Umrechnungsformel
X =r [$ind[tosp
y =r1 [$in@[&ing
z=r[tosd

Bsp2: z=,/16-x* -y’
rE:osH=\/16—r2Dsiﬁ6?Dcozs¢—r2Dsi?ﬂ[l sy = r?0 cé= 1670 §(1 Cost Qr)
= r’[eos@+r?sitfd= 16 = r2( co&d + sih9)= 4r= 4

Richtungsableitung:
1
Geg sei die Funktiorf (x, y) =3x’y - 2y + 1. Wie groR ist die Abl. vorr = [2] im P (1]) und wie grol3 ist der Steigungswinkel?

grad(u) = U] o[ Oy —2y) _[4
u, 3x° -2x )yl 1

du 1(1\4 1
— =7 gradlu) = — =—[b= 2,68
o) 53] -
Steigungswinkel: taa=j—u= 2,68=> a= 68
I’0

Extremwertaufgaben
u(x,y)=x*-xy+y*+12x-9+1  gesucht: Extrer
o Sl
u =2x-y+12=0 = 2<—y=—12} . ol9 2] _-2a+9_ _Im1 9f_18-12_,
U, =-X+2y-9=0 = =-x+2y=9| Ccrauer ‘2 —]‘ 3 3 3
-1 2

Beix=-5;y=2: Extrenum?
-1 -1

A
= =
uyx uyy -1 2 Eigenwerte -1 2-A

A=3[4,=1 = A, >0 = min In(-52 existiert ein Minimum

1

3
‘:(2—/‘)2—1:0 = A-4+3=0 = /1:&\/&&{



Bsp2: Eine Kiste, die® fassen soll und oben offen isll, s ausgelegt werden, dadsr Materialverbrauch minimal i
Flache: A=x[y+ Xz+ 3z= Min

z
Nebenbedingung:V = xy[z= 1= z=i

xy
J _ 1 1 2 2
X = A=xy+2xEF—+2yF—=x+—+—=Min
xy xy y X
oA_,_2
x X X y=2 Xy =2
Ox X = v = y = =2 = y=¥2 = {“/_2—%20 - x=J2
A_._2_, xy? =2 X2yt =4 X
oy y’
x=1,26
y=1,26
z=i=0,63
xy
vof B A1) _ (21
A, A, 1 4x° Jaaenzg(1 2
2_/] 1 2 2 1 .
det(A-AE) = L . 4F0= (22)-220= A*- 4+ F 0= A,= 3 = o> & Mir

Volumenberechnung

2 2x 2 ys 2x 20 gy® NG 2 g 1
T AV - V=”xy2mymx=j X2~ dx=j X—— = X— dx=.[(—x4——x7jdx
F=1x yzx,; 032 0 3 2 0 3 3 0 3 3
———2=6,4
38
Bsp3: Volumen eines Zylinders
Y u(wy)
u(x,y)=h
h Wery?=r? = yzim
¥
ro i r r r r X 2
V=I I hmymx='[[hy]_ffmx=hj((x/r2—xz)—(—\/rz—xz))dx=2h.[\/r2—x2dx=Zth 1—(?j [olx
-T2 -r -r -r -r
3 2 2
= 2hr.[«/1—sinz¢51[k:os¢m¢: arzj cosp gy = mzlj( 4 cogldg
?x:sinqt n n co§¢:%(l+ cos ) 2 e
dx=r cospdg 2 2 2

:r2h[¢+lsin2¢}2 =r?h (’_T.,_l[oj_(_’_'[_,_éﬂﬂ =r27th
2 _ 2 2 2 2
2

Bsp4: Welche Flache wird von den Kurvgre x> updé  eiigeschlosser
Nullstellen:
X*=4 = x=%2

=4

A= ffdymx= jzz[y]‘; [tix = f(4—x2)dx=[4x—§i =(4mz—%j—(—4mz+%j = 10,66
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Bspl: Kugelvolumen  (R=Kugelradiug
K 2
v="[ffor=]]
R
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Bspl: Kreisumfang(Einheitskreisr = )

1

XX +y?=1 = y:\ll—XZZ(l—Xz)% = y':%(l_xz)wz(_&): =

V1-%x

_ _l\/—rz i X F-xtex? b oA ow

LHaIbkreis_L—J; 1+y Elix—:fl 1+1—x2 mx—:fl vWX—Lﬂ—[arcsmx]_l— arcsint arcs{r )& 77
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Bsp3: Ein Geschoss werde senkrecht nach oben abgeschbésémfangsgeschwindigkeseiv, .
Man berechne die Hohenfunktigiit) (  Luftreily vernachlassiy

y'=-9 y'=-9
y(0)=0 AWP = y=-gt+g
Yy =Y y:—%gt2+clt+c2

Anfangsbedingung:
y(O):O:—%go+L‘.lO+c2 = ¢,=0
y'(o):Vo:_90+C1 = C =V,

= y(t)= —%gt2 +yt

RWP

Bsp3: y"-3y=0 Dgl: y"-3y=0
y(0)=0 A?-3=0 = A=+/3=0tJ/3
(1) =e® = y=ge® e
Randbedingungen
y(0)=ce’+ce’=0 = c,=-c,
y(l):cleﬁﬂzze’ﬁ:cl[eﬁ—e’fs]:ef3 = cl:eﬁe_—ﬁeﬁzl,% = ¢,=-10¢

Lésung: y=1, 0%’ - 1,08

EWP
Bsp2: y' =-ay
y(0)=y(2)=0
Dgl: y'+ay=0 = A*+a=0 = A=+Ja[]
= y:qcos\/Ex+c2 sinarx
y(0)=c cosOrc, sinG 0= c,= (
y(2)=c, sicva 2= 0
= (1) ¢=0 = y=0

2
2) sinva2=0 = +a2=n7 (nON) a= nf ¢, = beliebig




