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ANWENDUNG DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG 
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DIFFERENTIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VAR IABLEN 
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d d d d ,d  kleine Zahlen  heißt "vollständiges" oder "totales Differential" und gibt

näherungsweise die Zunahme der Funktion ,  an bei Übergang von ,  nach d , d Höhendifferenz

x yu u x u y x y

u x y x y x x y y

= +

+ +
 

in
 2

 V
ar

ia
bl

en
 

Maximum 
(1)  0; 0x yu u= =  

(2)  Die Eigenwerte  der Matrix 0xx xy

yx yy

u u

u u
λ

� �
<	 


� �
 

Minimum 
(1)  0; 0x yu u= =  

(2)  Die Eigenwerte  der Matrix 0xx xy

yx yy

u u

u u
λ

� �
>	 


� �
 

 
MEHRFACHE INTEGRALE 

( )
( )

( )

, d d
xb

a x

V u x y y x
ϕ

ψ

= � �  

 

( )
( ),

0 0 0

, d d d d d
u x yb b

V u x y y x z y x
β β

α α

= =� � � � �  ( )
( )

( )

, d d
f xb

a g x

A u x y y x= � �  

 

( ), , d d d
K

M x y z z y xρ= ���  

Kugelkoordinaten 
2d sin d d dv r rθ θ ϕ= ⋅ ⋅ ⋅  

In
te

gr
al

e Schwerpunkt: 
1

d

1
d

1
d

K

s

K

s

K

s

x x v
M

y y v
M

z z v
M

ρ

ρ

ρ

=

=

=

���

���

���

 
Zylinderkoordinaten 

( )
( )2�

0 0

, d d
f r

f r r rϕ ϕ� �  

Guldin’sche Regel 
( )

( )( )

0

0

0,  stetig

Koordinaten des Schwerpunktes der Fläche

Flächeninhalt

Volumen des Rotationskörpers  um Achse

dann: 2�

f x

y y

A

V f x x

V A y

≥
= −

=

= −

= ⋅ ⋅

 

 
DIFFERENTIALGEOMETRIE 

( ) ( ) 3
21

y
y f x x

y
κ

′′
= � =

′+
     

1
r

κ
=  

( ) 0 hat in  Extrenumy f x x x= =  

�   ( )0 0 Minimumxκ > ⇔  

  ( )0 0 Maximumxκ < ⇔  

( ) ( )
0

Seien ;  Kurven.

Kurven schneiden sich bei  im rechten Winkel, falls

y f x y g x

x x

= =
=

 

(1)  ( ) ( )0 0f x g x=  

(2)  ( ) ( )0
0

1
f x

g x
′ = −

′
 

E
be

ne
 K

ur
ve

n 
in

 k
ar

te
si

sc
he

n 
K

oo
rd

in
at

en
 

( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0

0 0 0 0
0

Sei  eine Kurve

Tangente an ,

1
Normale an ,

y f x

y y y x x x x y

y y x x x y
y x

=
′= + −

= − −
′

 

Schnittwinkel zweier Kurven 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

0 0

Seien ;  zwei Kurven; Schnittpunkt bei 

Schnittwinkel: tan
1

y f x y g x x x

f x g x

f x g x
γ

= = =
′ ′−

� =
′ ′+ ⋅

 

K
ur

ve
nl

än
ge

 kartesisch: 

21 d
b

a

L y x′= +�  ( )

Vektordarstellung

d
b

a

L s t t′= �
�        ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

t t
s t s t

t t

ϕ ϕ
ψ ψ

′� � � �
′= � =	 
 	 
′� � � �

� �
 2 2

Parameterdarstellung

d
b

a

L tϕ ψ′ ′= +�
    

( )
( )

x t

y t

a t b

ϕ
ψ

=
=
≤ ≤
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VEKTORANALYSIS 
F

lä
ch

en
in

te
gr

al
e Flächenvektor

Es sei  ein ebenes Flächenstück im Raum. Der Vektor  heißt Flächenvektor, fallsA a
�  

(1)  ( )im Sinne einer Rechtsschraubea A⊥�  

(2)  Fläche von a A=�                                                  a vΦ = ⋅� �  

Flächenintegral 

d d
F F

v a v a=� �
� � � �


  ( )grad
x

y

z

u

u u

u

� �
	 
= 	 

	 

� �

 

G
au

sß
’s

ch
er

 
In

te
gr

al
sa

tz ( )
( )
( )

1 1

31 2
2 2

3 3

Divergenz

, ,

, , div

, ,

v v x y z
vv v

v v v x y z v
x y z

v v x y z

� �� �
∂∂ ∂	 
	 
= = � = + +	 
	 
 ∂ ∂ ∂	 
 	 


� � � �

� �  

Integralsatz von Gauß

Körper mit Oberfläche  und Vektorfeld

div d d d
F K

K F v

v da v x y z

= =

� ⋅ =� ���

�

� � �



 

Q
ue

lle
n 

&
 

S
en

ke
n div 0 in 

in  existieren keine Quellen und Senken

v P

P

=
⇔

�

 
Elektrostatik 

0

1
div E ρ

ε ε
= ⋅

⋅

�
 

K
ur

ve
n-

in
te

gr
al

e Symbol: 

d d
k k

v s v s=� �
� � � �


  
( )

2

1

d d
t

k

t

v s v s t t′=� �
� � �

 
 

w
ir

be
lfr

ei
e 

F
el

de
r 

1 2 3

1 2 3

rot

e e e

v
x y z

v v v

∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂

� � �

�  

( )Ein Vektorfeld , ,  heißt wirbelfrei,

wenn für jede geschlossene Kurve gilt: d 0

v x y z

v s =�

�

� �



 ( )
Es sei  ein Flächenstück mit der Begrenzungskurve 

und , ,  ein Vektorfeld

A k

v x y z
�  

d rot d
k A

v s v a=� �
� � � �

 
         ( )Stokes  

P
ot

en
tia

lth
eo

ri
e 

( ) ( )
Vektorfeld

Falls es eine Funktion , ,  gibt, so dass grad  ist, 

heißt  Potentialfunktion oder Potential.

In diesem Fall heißt  ein konservatives Feld oder ein wirbelfreies Feld.

v

u u x y z v u

u

v

=
= =

�

�

�

 

( )Ein Vektorfeld , ,  besitzt

genau dann ein Potential,

wenn rot 0

v x y z

v =

�

��
 

 

( )
cos

Kreis: sin

0

r t

s t r t

⋅� �
	 
= ⋅	 

	 

� �



Seite 7          Seite 7 
 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
linear homogen 

( )y a x y′ = ⋅  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

�
( )d d d

d d ln d

e e e e
a x x c a x x a x xc

c

y y
y a x y a x x a x x c y a x x c

y y

y y y c
+

′

′ ′′ = � = � = + � = +

� � �′� = = � = ⋅ = ⋅

� � �
 

linear inhomogen 

( ) ( )y a x y b x′ = ⋅ +  (1) Lösung der homogenen Dgl  ( ) ( ) ( )
�

( )d d
e e e

a x x a x xcy
y a x y a x y y

y γ
γ

′ � �′ = � = � = ⋅ � = ⋅  

(2) Variation der Konstanten γ  

 Ansatz:  ( ) ( )d
e

a x x
y xγ �=  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
e e

a x x a x x
y x x a xγ γ� �′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅  

 einsetzen:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d

immer
kürzen!

e e e
a x x a x x a x x

y

y x a x x a x y b x x b xγ γ γ� � �′ ′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + � ⋅ =
�

�

�

 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
e e d

a x x a x x
x b x x b x x cγ γ− −� �′� = ⋅ � = ⋅ +�  

Lösung:  ( ) ( ) ( )d d
e d e

a x x a x x
y b x x c

−� �� �= ⋅ + ⋅� �� ��  

D
gl

 1
.O

rd
nu

ng
 

Trennung der 
Variablen 

( ) ( )y f x g y′ = ⋅  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

d d d
d d

d

nach  auflösen Lösung

y y y
f x g y f x x f x x

x g y g y

y y

= ⋅ � = � = ⋅

� � =

� �

�

 

( ) ( )ny f x=   mal integrierenn y� =�  

( )y y f x′′ ′⋅ =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2

1
2 2 d d d

2
y y y y f x y f x x c y f x x c x c′ ′′′ ′ ′ ′ ′⋅ = � = ⋅ � = + � = + ⋅ +� � �  

D
gl

 h
öh

er
er

 O
rd

nu
ng

 

( ), , 0F x y y′ ′′ =  Substitution: ( ), , 0y z F x z z′ ′= � =  

 

 

lineare Dgl mit konstanten 
Koeffizienten 

( )
0 1 2 0n

na y a y a y a y′ ′′+ + + =�  

Man löse die charak. Gl. 
2

0 1 2 0n
na a a aλ λ λ+ + + =�  

und erhält die Nullstelle λ  

[ ]1    reell, Vielfachheit ist kλ     1
1 2e ; e ; ; ex x k x

ky y x y xλ λ λ−� = = =�  

[ ]2  j  komplex, Vielfachheit 1u vλ = +   ( ) ( )1 2e cos ; e sinux uxy v x y v x� = =  

[ ]3  j  komplex, Vielfachheit u v kλ = +  

  �   ( )1 e cosuxy vx=     ( )1 e sinux
ky vx+ =  

    
( )

( )
2

1

e cos

e cos

ux

k ux
k

y x vx

y x vx−

=

=

�
  

( )
( )

2

1
2

e sin

e sin

ux
k

k ux
k

y x vx

y x vx

+

−

=

=

�
 

( ) ( ) ( )( )

( )

0 1 2

2
0 0 1 2

Polynom vom Grad 

Eine spezielle Lösung findet man durch den unbestimmten Ansatz

 wobei die  durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden.

n
n k k

m
m j

a y a y a y a y P x P x k

y b b x b x b x m k b

′ ′′⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = =

= + + + ≥

�

�

 

( )
0 1 2 en px

na y a y a y a y A′ ′′⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =�  

Fall1:  keine Lösung der charakteristischen Gleichungp     0Ansatz: epxy A� =  

Fall2:  ist fache Lösung der charakteristischen Gleichungp m −   0Ansatz: em pxy A x� =  

lin
ea

re
 D

gl
 

( )
0 1 2 cos sinn

na y a y a y a y A px B px′ ′′⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = +�  

Fall1: j  keine Lösung der charakteristischen Gleichungp     0Ansatz: cos siny A px B px� = +  

Fall2: j  ist fache Lösung der charakteristischen Gleichungp m −   ( )0Ansatz: cos sinmy x A px B px� = +  

Ein Anfangswertproblem (AWP) ist gegeben: 

 1. durch eine Dgl 
 2. durch zusätzliche Anfangsbedingungen der Form 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2; ; ; k
ky a y a y a y aα α α α′ ′′= = = =�  

so, dass die Lösung eindeutig wird. 

Ein Randwertproblem (RWP) ist gegeben 

 1. durch eine Dgl 
 2. durch zusätzliche Anfangsbedingungen der Form 

  ( ) ( ) ( ) ( ); ; ;y a y b y c y kα β γ κ= = = =�  

so, dass die Lösung in  eindeutig wird.a x b≤ ≤  

A
nw

en
du

ng
 

Ein EWP besteht aus:  1. durch eine Dgl mit einem unbekannten Faktor (Eigenwert) 2. Randbdg (evtl mit unbek. Faktor) 



 



 
Taylor – Reihe 
 

1

1
y

x
=

−
  ( )0 0Wähle 0 um 0 entwickelnx x= =  

 ( ) 1
1y x

−= −    �   ( )0 1y =  

 ( ) 2
1y x

−′ = −    �   ( )0 1y′ =  

 ( ) 3
2 1y x

−′′ = −   �   ( )0 2y′′ =  

 ( ) 4
3! 1y x

−′′′ = −   �   ( )0 3!y′′′ =  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 30 0 01
0 1

1 1! 2! 3!

y y y
y y x x x x x x

x

′ ′′ ′′′
� = = + + + + = + + + +

−
� �  

siny x=   0um 0 entwickelnx =  

 siny x=     �   ( )0 0y =  

 cosy x′ =     �   ( )0 1y′ =  

 siny x′′ = −    �   ( )0 0y′′ =  

 cosy x′′′ = −    �   ( )0 1y′′′ = −  

 ( )4 siny x=    �   ( ) ( )4 0 0y =  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 5

2 3 4 5

2 3 4 5 3 5 7 9

0 0 0 0 0
sin 0

1! 2! 3! 4! 5!
0 1 0 1 1 1 1 1

0
2! 3! 4! 5! 3! 5! 7! 9!

y y y y y
x y x x x x x

x x x x x x x x x x

′ ′′ ′′′
� = + + + + + +

= + + − + − + = − + − + −

�

� �

 

 
Rotation 
 
Mantelfläche eines Kegels 

2 2
2 2 2

0 0 0 0

1
2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

hh h h

r
y ax b ax x

h

r r r r r r x r h
A y y dx x dx x dx h r r l A

h h h h hh h h
π π π π π π

2 2 2

2 2 2

= + = = ⋅

� �′= + ⋅ = ⋅ + ⋅ = + ⋅ = + = ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ =� �
� �

� � �
 

Volumen Kegel 

2 2 2 3 2 3
2 2 2 2

2 2 2 2
0 0 0 0

1

3 3 3

hh h h

r
y ax b y ax x

h

r r r x r h
V y dx x dx x dx r h

h h h h
π π π π π π

= + � = =

� �
= = = = = =� �

� �
� � �

 

 
Fourier – Reihe 

            

( )

1
0

2

1
1 1

2

x x

y

x x

� � �≤ ≤	 
�
� � �= �

� �� − ≤ ≤	 
� � ��

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

0

1

0,51 1

0

0 0 0,5

0,51 1

0 0 0,5 2 2

2
cos sin 1 2

2

1 1
2 2

4 2

0  gerade

cos 2 cos 2 1 cos 2 2
 ungerade

sin

j j
j

j

j

a
y a j x b j x T

T

a y dx x dx x dx

j

a y j x dx x j x dx x j x dx
j

j

b y j x

πω ω ω π

ω
π

ω ω π π
π

π

ω ω
π

∞

=
= + ⋅ + ⋅ = � = =

� �
= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ =� �

� �� �

�
� � �= ⋅ ⋅ = ⋅ + − ⋅ =� � �−� � �� �

�

= ⋅ ⋅




� � �

� � �

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,51 1

0 0 0,5

2 2 2 2

2 sin 2 1 sin 2 0

cos 1 2 cos 3 2 cos 5 21 1
Fourierreihe:

4 1 3 5

dx x j x dx x j x dx

x x x
y

π π

π π π
π

� �
= ⋅ + − ⋅ =� �

� �� �

⋅ ⋅ ⋅� �
� = − + + +� �

� �

� � �

�

 

 



 

          
( )

( ) ( )
1 1 0

mit periodischer Fortsetzung
1 0 1

x
y

x

− ≤ ≤��= �
− ≤ ≤��

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]
( )

( )

1

1 12

0 0 0

1

0

2 2
ungerade sin

2

2 2
sin 1 sin 2 sin

0  gerade
cos 2 2

2 cos cos0 cos 1 4
 ungerade

4 sin1
Fourierreihe:

n

j
j

T

j

f x b j x
T

b f x j x dx j x dx j x dx

j
j x

j j
j j j j

j

y

π πω ω π

ω πω ω ω
π π

π
π π

π π π
π

π

=

� = ⋅ = = =

= ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ = − ⋅

�
−� � �= − = − − − − = − − + =� � �� � � � −� � �

�

� � = −




� � �

sin3 sin5

1 3 5

x x xπ π π� �+ + +� �� �
�

 

 
Umrechnung von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten 

          (1)  cos cos
z

z r
r

θ θ= � = ⋅  

          (2)  sin sin
u

u r
r

θ θ= � = ⋅  

            cos cos sin cos
x

x u r
u

ϕ ϕ θ ϕ= � = ⋅ = ⋅ ⋅  

          (3)  sin sin sin sin
y

y u r
u

ϕ ϕ θ ϕ= � = ⋅ = ⋅ ⋅  

Umrechnungsformeln�  

  sin cosx r θ ϕ= ⋅ ⋅  

  sin siny r θ ϕ= ⋅ ⋅  

  cosz r θ= ⋅  

Bsp2: 2 216z x y= − −  

  
( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

cos 16 sin cos sin sin cos 16 sin cos sin

cos sin 16 cos sin 4 4

r r r r r

r r r r

θ θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ

θ θ θ θ

⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ � ⋅ = − ⋅ +

� ⋅ + = � + = =
 

 
Richtungsableitung: 

Geg sei die Funktion ( ) 2, 3 2 1.f x y x y xy= − +  Wie groß ist die Abl. von ( )1
 im P 1,1

2
r

� �
= 	 

� �

�
 und wie groß ist der Steigungswinkel? 

( )
( )

( )

2 1,1

0

0
0

0

6 2 4
grad

3 2 1

1 11 1

2 2| | 5

1 41 1
grad 6 2,68

2 15 5

Steigungswinkel: tan 2,68 68,8

x

y

u xy y
u

u x x

r
r

du
r u

dr

du

dr
α α

−� � � � � �
= = =	 
 	 
 	 
−� � � �� �

� � � �
= =	 
 	 

� � � �

� �� �= ⋅ = = ⋅ =	 
	 

� �� �

= = � = °

�
�

�
 

 
Extremwertaufgaben 

( ) 2 2, 12 9 1 gesucht: Extremau x y x x y y x y= − ⋅ + + − +  

( )

CRAMER

2 2

Eigenwerte

12 1 2 12

2 12 0 2 12 9 2 1 924 9 18 12
5 2

2 9 0 2 9 2 1 3 3 3

1 2

Bei 5; 2 :  Extrenum?

2 1 2 1
2 1 0 4 3 0 2 4 3

1 2 1 2

x

y

xx xy

yx yy

u x y x y
x y

u x y x y

x y

u u

u u

λ
λ λ λ λ

λ

− − −
= − + = � − = − � −− + −�

� = = = − = = =�= − + − = � − + = −��
−

= − =

− − −� � � �
= � = − − = � − + = � = ± − =	 
 	 
− − −� �� �

( )1 2

3

1

3 | 1 0 min In 5,2  existiert ein Minimumjλ λ λ

�
�
�

= = � > � −

 

 



 
Bsp2: 3Eine Kiste, die 1  fassen soll und oben offen ist, soll so ausgelegt werden, dass der Materialverbrauch minimal ist.m  

        

Fläche: 2 2 Min

1
Nebenbedingung: 1

1 1 2 2
2 2 Min

A x y xz yz

V x y z z
x y

A x y x y x y
x y x y y x

= ⋅ + + =

= ⋅ ⋅ = � =
⋅

� = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + + =
⋅ ⋅

 

  
2 22

3 3 3 3
22 2 4

2

2
0

2 2 2
2 2 2 0 2

2 2 40

A
y

x y x yx x
y y x

A xx y x yx
y y

∂ = − =
⋅ = =∂

� � � = � = � − = � =
∂ ⋅ = == − =
∂

 

  

1,26

1,26

1
0,63

x

y

z
x y

=
=

= =
⋅

 

  
( )

( ) ( )

3

3 1,26|1,26

2 2
1,2 1,2

2 14 1

1 21 4

2 1 1
det 0 2 1 0 4 3 0 0 Min

1 2 3

xx xy

yx yy

A A x
M

A A x

A E
λ

λ λ λ λ λ λ
λ

−

−

� � � � � �
= = =	 
 	 
 	 


� �� �� �

− �
− = = � − − = � − + = � = � > ��− �

 

 
Volumenberechnung 
Bsp1: ( ) 2,u x y xy=  

 
      ( ) 2Schnittpunkt für die Grenzen : 2 2x x x= � =  

 

      
22

22 2 2 2 23 3 6
2 4 7

0 0 0 0

25 8 5 8

0

8 8 1

3 3 3 3 3

8 1 8 2 1 2
6,4

3 5 3 8 3 5 3 8

xx

xx

y x x
V xy dy dx x dx x x dx x x dx

x x

� � � � � �= ⋅ ⋅ = = − = −	 
� � 	 

� �� � � �

� �
= − = − =� �
� �

� � � � �
 

 
Bsp3: Volumen eines Zylinders 
     
              ( ),u x y h=  

              2 2 2 2 2x y r y r x+ = � = ± −  
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Bsp4: 2Welche Fläche wird von den Kurven  und 4 eingeschlossen?y x y= =  

        Nullstellen: 
        2 4 2x x= � = ±  
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Bsp1: Kugelvolumen  ( )KugelradiusR =  
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Bsp1: Kreisumfang ( )Einheitskreis: 1r =  
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AWP 
Bsp3: 0Ein Geschoss werde senkrecht nach oben abgeschossen. Die Anfangsgeschwindigkeit sei .v  

  ( ) ( )Man berechne die Höhenfunktion . Luftreibung vernachlässigty t  

  ( )
0

0 0

y g

y

y v

′ = −
=

′ =
   AWP     � 1

2
1 2

1

2

y g

y gt c

y gt c t c

′′ = −
′ = − +

= − + +

 

  Anfangsbedingung: 
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RWP 
Bsp3: 3 0y y′′ − =          Dgl: 3 0y y′′ − =  
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EWP 
Bsp2: y yα′′ = −  
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