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|  DIE REELLEN ZAHLEN

1 Grundlagen

1.1 Mengenlehre

Def. 1.1

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von eindesgfigidrten Objekten, den Elementgn

Beispiele:
Q) Menge der Fenster in 0-1

) M={ab,c,d}

3 M={1234,.}

(4 A={x|0osx<}

(5) Menge Geld¢ Meng

Darstellung einer Menge:
(@) aufzahlendM ={a, &, a, .,}

(b)  durch EigenschaftA={x |8x< }:

(6) M ={n|n natiirl. Zahleh

Def. 1.2 X Element vorM = xOM

A Teilmenge voB = wenr[ A ,damilB = AOB

M ={0,1,2,3,4,.}

(7) gUM
0={2,4,68,.}

Def. 1.3

(1) Leere MengeO ={ }
(2) Durchschnitt vorA unB = Elemente dievail in A als auch i3 sin
= {x|xOAundxOB}AnB

8 {xlo<xn{x|x<}={x|0<x<1}

R ICOE

(10) A={x|x<3 B={x|x<4 AnB=0

1.2 Symbole der Mathematik

1 =  daraus folgt (A antivalent zuB)

2 =  daraus folgt wechselseitig( A aquivalent z(B)

3 0 firalle (OxOM  :x<0)

4 0 es gibt OnON [ONachfolger OxOM OyOM :x<y

Seite 5
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1.3 Axiome der Analysis

Bsp. Beweise2[2=4
2R=(1+)( =¥ ¥+ * £ .

a(b+c)=ab+ac — Grundgesetze (Axiome)
Axiome der Analysis

R =MenggaldR pOR ¢cOR ,..)
OaldR,b0OR [OOperationen so dassa+bOR aOR

Dabei gelten folgende Gesetze:

1 Axiome der Anordnung
1 a,bdR = a=bodera<b odema>hb
2] a=bb=c = a=c
[3] as<bb<c = a<c
2 Axiome der Addition
[4] atb=b+a (Kommutativgesetz)
5]  (atb)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz)
[6] a+x=b = xeindeutig
[7] a<b = a+c<b+c
3 Axiome der Multiplikation

[8] alb=bla (Kommutativgesetz)
0 (ab)t=alble) (Assoziativgesetz)
[10] alx=b = xeindeutig

[11] a<b,c>0 = ac<hc (0: siehe Def. 2.2)
(121 (a+b)e=ac+hc (Distributivgesetz)

4  weitere Axiome

[13) ab>0 at+a+a+a...+a>b mdoglich (Archimedisches Gesetz)
[14] a<y = [Z: x<z<y (Dedekindscher Schnitt)

[15]  das Prinzip der vollsténdigen Induktion ist mékli

Eigenschaften der Axiome

1 Grundlagen der Mathematik (aul3er Geometrie)

2 willkirlich (jedoch an Natur angepasst)

3 unabhéngig (d.h. ein Axiom ist nicht aus andedgeitbar)
4 widerspruchsfrei

Seite 6
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2 Algebra
2 Algebra
Def. 2.1
© (1) a+tx=b = xeindeutig = x=b-a [6]
(2) alk=b = xeindeutig = X:E:b a [10]
a
Def. 2.2 Null, Eins
Q) a-a=0
2) 3:1
a
3) O-a=-a
Satz 2.1
a+(b-c)=(a+b)-c
Bew: sei c+x=b = x=b-c Def. 2.1
at+tb=a+b
a+(c+x)=a+b b=c+x
a+(x+c)=a+b 4]

a+((b—c)+c):a+b

(a+(b-c))+c=a+b [5]
a+(b-c)=(a+b)-c Satz 2.1
Satz 2.2

(a) a+0=a

(b) a+(-b)=a-b
) -(-a)=a

(d) a-(-b)=a+b

Bew: (a) a+x=a
= X=a-a Def. 2.1
= x=0 Def. 2.2
= a+0=0
(b)y a+(-b
= a+(0-h) Def. 2.1
= (a+0)-b Def. 2.1
= a-b (@)
(©) O=a-a Def. 2.1
= 0=a+(-a) (b)
= a+(-a)=0
= a=0-(-a) Def. 2.1
(d) a-(-b)
= a+(-(-b)) (b)
= a+b (c)
Satz 2.3

Die Regeln der Algebra, Bruchrechnung und Dezinchineing sind aus den Axiomen ableith

ar

Seite 7
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3 Zahlentypen

3.1 Die Reellen Zahlen

Def. 3.1 (1) die Zahlerl, 2,3,.. hei3en natirliche Zahlen
(2)  N=Menge der natirlichen ZahlgiN, =N mit zusiatz 0)
3) X natirliche Zahl = xON

saz 3.1 Es gibt unendlich viel&N

Bew: indirekte Beweis:
indirekte Annahmefhochstens endlich vielell N
= N{12,3,.n} n+ ION, Widerspruch=  Satz rich

Bsp: 40R = -40R

Def. 3.2 (1) Die Zahlen0,x1,+2+ 3,.. heil3en ganze Zahlegn
(2)  Z=Menge der ganzen Zahli
3) nganz < nOZ
Satz 3.2 . .
alz (1) Ounendlich viele ganzen Zahl
(2) Die Menge deN O Z

Bew: (2) trivial
(1) folgtaus (2)

Saz 3.3 Jede ganze Zahl ist als Differenz zweier natirticBahlen schreibbar

oder: xO0Z = hmON x=n-m

Bew: xOZ = Falll:x>0 = x=(x+1)-1
Fall 2:x<0 = x=4-4
Fall3:x=0 = x=1-(1-x)

Def. 3.3
(1) die Zahlerr =1 mih mOZ heil3en rationalehfien
m
. n
[r =rational = r :—}
m
(2 Q = Menge der rationalen Zahl
Satz 3.4 . - . o
Die natirlichen und ganzen Zahlen sind (speziefigdnale Zahlen, dhWN 0 Q, ZOQ

Bew: x0Z = x=%

Division durch Null

Mm_» Moy = m=on
0

Die Division duch 0 ist nicht erlault

Seite 8
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Hilfssatz: n? ON
n’ gerade = n gerac

Bew: indirekter Beweis
indirekte Annahmen ungerads

= n=2p+1 = n°=4p°+4p+1 ungerade, Widerspru
S

Satz 3.5

gerade

Es gibt Zahlen, die nicht rational sind

Bew: indirekter Beweis
indirekte Annahme: alle Zahlen rational

. n .
= xXx=2 = xrational = x=— (nm ganz, teilerfren)d
m

2

= X =n—2= 2 = n°=2m° = n’gerade = n gerade
m Hilfssatz
= n=2n" = n=4"?=2m" = N'*=m? = m?’ gerade = m gera
Def. 3.5 - . . . ..
Alle Zahlen die nicht rational sind, hei3en irratib (Symboll)
Bsp: \/E,ﬂ,e
Def. 3.6 . . .. . .
Die rationalen und irrationalen Zahlen bilden zusan die Menge der reellen Zahlen (SymBzo)
NOZOQOR QUI=R

3.2 Dezimalzahlen

Def. 3.7

Bsp: 31,478= 3]}1i+

- 4@ .9 . G -
xOR = X_q°+ﬁ+§+1_%+"’ mitq, 0%, q,0ON (OquSQ)

< 0, &[4, 4, = Dezimalzah

1,8
0 100 10

endliche Dezimalzahl-0,534
unendliche periodischd,1212121212.
unendliche nicht periodisch@;, 2435458..

Satz 3.6

Jede endliche und jede unendliche periodischeigidine rationale Zah

143

statt Bew: (a)0,143=—[1
(@ 100 Q

(b) x=0,14141414..

Satz 3.7

100x = 14,14141414.

= - x= 0,14141414.. = X=1—4

99x =14 99

Jede irrationale Zahl ist eine unendliche nichtqaische Dezimalzah

Bew: indirekter Beweis
indirekte Annahmex nicht (unendlich / periodisch)
= endlich oder unendlich periodis

=

rational, Widerspruch

Bsp: ~/2=1,414213.

Seite 9



| DIE REELLEN ZAHLEN ANALYSIS
4 Summen, Produkte, Potenzen, Wurzeln

dominik erdmann
ingenieurinformatik
fh — bingen

4 Summen, Produkte, Potenzen, Wurzeln

Def. 4.1 -
ata,+ta;+..a, =y a
=1

Beispiele:
6

(1)  D>.d=d+d,+d;+d,+d,+d,
i=1
8

(2) D j=1+2+3+ 4+ 5+ 6+ 7+ 8 3
j=1
4

(B DM =1*+22+3F+ 4= 3(
m=1

7
4) D1=l+l+ I+ b B B E O
=1

Def. 4.2

a @ @0.a = I._laJ'
=

Beispiele:

o I

Def. 4.3 allR nON =
(1) a'=aM@m@O.a (nmal
(2) a’=1 (az0)
@ a'=—
a
4) n-te Wurzeh = 0 ist die nicht negative Z@hlderenn— te Poteri?' genau er(
dh:Ya=b = a=b" (ap=0
(5) rrationale Zahl = r=_ = a =am=Ya" (a” 20)
m
Bsp: 0,3=1 7*2:7—12:4—19 fs=2 = F=8 2h6=+/16= 4
3
+/16 = +4 /-3 nicht definiert 75 =72 = 7° = 18,520:
Anmerkung: nicht definiert istva mita<0
Satz 4.1 Potenzen und Wurzelrechnung
n n — n an_a” n m _ An+m an_ n-m n\m nih
a" " =(ab) F_(Bj a"[@"=a E—(a ) (a) =a
Yalb =Yab %={/§ Yam =an =(£‘/§)m (n,m=gan2

Anmerkung: Satz 4.1 erweiterbar fim = rational

Seite 10
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5 Betrag einer Reellen Zahl
Def. 5.1
aldR = |aE+a? (Betrag
Bsp: |7FE49= 7 |-7EV49= 7 |0E 0 Vektoren [ % }/5*
Satz 5.1
@ laFl-a]
(b) la-bFlb-a|
() labFla|Op
1 1
d —=-=]
la] a
(e) latbkla|+ b (Dreiecksungleichnug
® la-bklal-b
statt Bew:
(@ I5FI-5F ¢

(b) [3-8F[8 3% ¢
© 17T4-9FI7Pt o 6

1
d =
@ 5

1

1,1
3R

(e) |5+(-4)EkI5K F4|= k
() [9-1k|9F 1| = &

Seite 11
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6 Die komplexen Zahlen
6.1 Die Grundlagen

Bsp: x> +1=0 X2 +2x+10=0 J-1=i=|
= xX'=-1 = x=-1#JP-10=-1+-9

= X=i'\/—_1fi'j = _11\/§|]/__1:_&3j

Def. 6.1

@  ?=-1 (i=v-)

(2) z=a+bj (a,bOR) =komplexe Zar
a=Realteil vorz ( Réz))
b = Imaginérteil vorz  ( In{z))

Bsp: z=7-5j = Rez)= 7und Infz)=- "
w=1+ | s=0+j=]j u=3+0j=3
allR = z=a+0j komplex

Def. 6.2

z=a+hj w=u+yj
(1) z+w=(a+u)+(b+v)]
2 z-w=(a-u)+(b-v)]
Bsp: z=3+] w=2+7] z=1+2]j w=2+3]j
Z+W=5+8] zOv=(1+2j)(2+3j)=2+ I+ 4+ §°= 2> 7- 6- 4

z-w=1+(-6) j = 1- 6]

Def. 6.3 . .
z=a+thj W=u+yj

zw=(a+bj)(u+vj)=(ali-b)+(al¥+bm)j

Bsp: (3+4j)(1+2j)=3-8 §+ 4=-5 10
(1+j) =1+ 2j+j*= 2
i=it0tg =

Def. 6.4 .
Division
z (a+bj)(u—vj):au+bv+(bu—av)j:au+bv+bu—av_

wo (u+v)(u-vj)  uHVEHwg-wg u+v? o ulev?

3+4j _(3+4)(1-2)) _3+8-6+4 _ 1+ 2 _

= 2,2-0,4
1v2] (1 2)(+3)  r-(2j) 1+ 2 :
1 - (1+0.J)(1+.J) =M 20,5405
1-j  (1-j)(2+i) 2
4-j _(4-0)(1-8j) _4-32j-j+§°_433-8 4 33
1+8] (1+8)(1 §) 1-64j° ¥ 64 65 6
1o1e0] (O)(0) S i o
ioovj (org)(0-q) i(-i) it (-9
Satz 6.1

Summe, Produkt, Differenz und Quotient zweier kawph Zahlen ist eine komplexe Za{hl

Seite 12
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Bsp: z=2+3j
22 =(2+3j)(2+3)=4 9% §+ §=-5 12 = w=1+7+47
2 =(-5+12j)(2+ §)=-10- 36 15+ 2=~ 46 ¢ =1+(-5+12j)+ 4~ 46+ §)=- 188 4P
z=2+] w=3-4j
z+3x = 4w

1 1 . . .
= x=§(4w—z)=§[4(3—4j)—2—J]= 12-16- 2j= 16 1y

Def. 6.5 Betrag einer komplexen Zahl

z=a+bj = |zEJa®+b*=0
Bsp: z=3+4j = |zEJ3+ 4=25 !

Def. 6.6

Konjungiert komplexer Wert
z=a+bj = Z=a-bj derzuz konjugierter We

Bsp: z=0,3+0,4 = Zz=0,3 0,4
w=l-j] = W=1+]j

zz =|zf

Bew: 2[Z=(a+bj)(a-bj)=a’~(b)’ =a’~b*j?=a’+b’=a’+b? =|z|’

Anwendung: Division

Bsp: X2+ px+q=0 x=-P4 [P _
p px+q 5 7 q
p2
Fall 1: T—q>0 = 2reelle Zahler x,
Fall 2: =0 = x=-P
2
2
Fall 3: <0 > x=-2& -Piqr=aspj= i(
2 4 X

6.2 Graphische Darstellung komplexer Zahlen

me) z=3+2j
u=-2+4j
: r=j=0+1j
: s=4=4+0j

Zuordnung: Komplexe~  Punkte der Ebt

z Gaul'sche Zahlenebene

Seite 13
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Eigenschaften

1 Reelle Achse= Zahlengera

2 z=a+hj = |zF+a’+b?= Abstand vom Ursprunfy 0)
3 Addition: z =3+4j; z,=3-] w=2z+2z,=6+3]j

z:a+bj:(2j

z A

Zz.

Satz 6.3 Die Summe zweier komplexer Zahlen erhélt man, ind&an in der Gaul3*schen Zahlenebene
die Pfeile hintereinander legt.
Satz 6.4
(1) | z E der Abstand der Zalal vom Urspru
(2) |z—w F|w-z § der geometrische Abstand der Zaklandw
Bew: (1)
z=a+hj
d=+va’+b® = z|
2

X
- z+d =w w+d, =z

d,=w-z d,=z-w

Seite 14
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7 Gleichungen
(1) lineare Geichungenax+b=c = x=C;b (a;tO)
a

(2)  quadratische Gleichungem® + px+q=0
2

2 2 2 2
Bew: ¥+ px+ =g+ (x+—pj =P _ x=-Pg [P _
e ) B 27\ 4 ]

(3)  Gleichungen hoheren Grades: Bsg@x® - 2x*+4x- 7= 0
(4)  transzendente Gleichungen: Bsminx = x? 1-Inx = cosx

Seite 15
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8 Ungleichungen

Bsp: 5<8
x<|x| (OxOR)
Xl mcx<1s
3 2

Satz 8.1

Bernoullische Ungleichung
Vorraussetzung:nON, aldR unda>-1n= 2a# (

Behauptung:  (1+a)" >1+na

Bew: vollstandige Induktion
[1]  richtig fur n=2; denn(1+a)’ =1+ 2a+a’ > 1+n(a

2] Schluf3 vonk aufk + 1
Induktionsannahme: richtig fiir=k

= (1+a)' >1+ka
= (1+a)"(1+a)>(1+ka)(1+a)

= (1+a) >1l+ka+a+ka® > 1+(k+)a+ka’> 1+ (k+ Ja

Salz 8.2 (1)  Eine Ungleichung bleibt erhalten, wenn mardbéseiten
mit einer positiven Zahl multipliziert (dividigrt
(2)  ineiner Ungleichung darf man auf beiden Sezehlen addieren
(3) Ineiner Ungleichung wird aus ein > oder umgekehrt, falls man beide Seiten
mit einer negativen Zahl multipliziert (dividigrt
(4)  Ineiner Ungleichung wird eir ein > oder umgekehrt bei einer Kehrwertbildupg
Statt Bew:
Bsp: (1) 3<8 = 2(B< 2B = & 1 x<|x| = |i|51
X
2) E<E = —1+1<—1+1 = —5<—6 3+x<18 = 3<18x = x< 1t
4 2 4 2 4 4 oder
(3) 3<8 = 3EQ—J)> 81—]) = - X-t¢
1.1

4) 4<8 = =>=
478
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9 Kombinatorik

9.1 Permutation

Def. 9.1 . .
© Gegeben sei eine Menge mit

ElementedeJAneinanderreihung dar-  Elementen h&&mutatior

Bsp: M ={1,2,3 = 123 321 321,132, 231, 2

Def. 9.2 nON, =
n!=12030.n (n- Fakulta)
0'=1

Satz 9.1 . . - . .
Einer Menge mitn — Elementer hat genauwn - Fakultat verschiedene Permutationen

Bew: (firn=3) M ={ab,c}
1. Element:

2. Element:

3. Element: o

Anzahl= 3021

Bsp: 8 Sportler nehmen an einem 400m-Lauf teil.weieMoglichkeiten gibt es beim Zieldurchlauf?= 8!=4032C
Wieviel Méglichkeiten gibt es 14 Blicher nebenaiher zustellen?
Wieviel mogliche Skatmischungen gibt es? = 32!= 2,631

9.2 Binominalkoeffizienten

Def. 9.3 M ni(n-1){n-2) 0 (n-k+ 1)
) (k]: o
n
o [J-
0
© (0]_1
Bsp: (4]:£: (7]:7[6@5:35 (5J:7[6E5:1
2) 20 3) 30 5) 320
Folgerung:
Satz 9.2 0 .
(nj:1 (k]:O (wennn < k)
Satz 9.3
nj_ n! (N
(kj_ ki(n-k)! _(n—k]

= 14!=87201¢

(5} _ Smamsrenog- 3(- 2

8!
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Bew:

(Ir(ljz ni{n-1)[{n-2)0..0n-k+1)

128K
_nfn-1){n-2)0..fn-k+1) (n-k)(n-k-J)O.. 3920 nl
1[20BO..k EEn k)(n-k-90.. 321 k {n-k) !
( n ]:n[ﬂn—l)[ﬂn—Z)D..[Qn—(n—k)ﬂ):n[qn—1)[qn—2)m,,[qk+])d<__: n!

n-k (n=k)! (n-k)! ki (n-k)K

Satz 9.4 . .
Binominalsatz abOR nON =

(a+b)" =a" +GJ @ Eﬂ3+(r2]j @? [ﬂ)2+[g @ °b°+...+b" = Zn:(:j @™ b*
(a_b)n - . [:j[q_l)k @nfk l:ﬂ)k

k=0

Bew: (a+b)”:(a+b)(a+b)(a+b)D..EQa+b):a”+GJB1”'1[b+(gjﬂa”'2Eﬂ)2+[gﬁin'3tﬂ)3+...

(durch Induktion beweisbar)

<[]
(oo e[
U4bo [J @a (S]ab3+(ja%4=a4+4a3b+6a2b2+4ab3+b4

= Pascal'sche Dreieck

Bsp:

n=2 a’h’=a’+2ab+b?

NN

: a+b
n=3: a+b [j *za’+3ab+3ab*+b?
4: a+b

n=
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9.3 Kombinationen

Def. 9.4

Es seiM eine Menge mit Jede Teilmenge rkit Elementer heil3t Kombination Ordnung.

Bspl: M ={12,3}

Kombinationen:

2. Ordnung 3. Ordnung

(1.2)=(23 (13 ( 2B( 2} (1.23 (133 ( L2)4( 2.3):

Bsp2: Lottokombinationen 6. Ordnung

Satz 9.4

Bew: (1)

)
®)

(4)

®)

n
Eine Menge mih— Elementen besi(zl'gj velisclene Kombinationen mit—  ter Ordnui

man verteile die Elemente der Mengemwacher [ [ ][ ][ 1[ ]--[ ]

in denk —markierter Facher liegen die Elemente einer Kombination
jede Permutation aller Facher liefert Konaltionen in den erstek Fachern= n! Kombinationen (?)

. L neue Permutationen n!
bertcksichtigen: Vertauschungen der markieRacher ergebeny | . = —
keine neue Kombinationen k!
! n
in den nicht markierten Fachern vertauschen " -
k!(n— k)! k

Bspl: Wieviele Moglichkeiten gibt es 6 aus 49 Kugelh ziehen?

=

Bsp2: Von

=

49

_ 494841461451 44 1398381E
6 1[2(BAE 6
10 Mannschaften soll jede gegen jeddespi®Vieviele Méglichkeiten?
10] _ 1009

=——=45
2)" 2

Bsp3: Bei einer Silvesterparty klingen 190x die $8la Wieviele Personen sind anwesend?

=

n)_n(n-1) .
= =190 = n°-n-380= 0 = n = 2
2 21
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1 Endliche Folgen

Def. 1.1

Bsp: (1)
2)

®3)
4)
®)

Def. 1.2

Die Anordnungx;, X,, Xs,... X, (xj DR) hei3t “endliche Folgen(xi = GIieder)

x =—1 (1-?) (i=01232

2

3
1
2’
a,

4,6,8,10,12

1,-256,15

——
100¢

n°~ firn=1,2,3,..10 - 1,4,9,. 10

0|0 0,5{ 1,846| 4,2

(2) Die Folgea,,a,,...a, m|t L=q firj=

1,2,.. hei3t‘geometrische Folge*

(1) Die Folgea,a,,...a, mita,,,—a =d farj=12,.. heit‘arithmetische Folge'

Bsp: arithmetische Folgen
1,3579,.. 99 (d= 2 -327,12 (d=§
geometrische Folgen

2,4816,32 (q= 2 5-55-55-5(q=- )

Satz 1.1

n

D =142+ 3+ n——[Qn+])

j=1

Bew: vollstandige Induktion

12

1
gilt fir n=1: Zj=1=7 = OK

i1

Induktionsannahme: richtig fim =k

- ZJ_ZJ+(I‘+1) k(k2 1) (k+1):k(k+1)+2(k+]):(k+:|)(k+

k+1

Wik

100,50,0;- 507 100 (d =

S
27"

@In—\

Z

= r|cht|gfurn—k+1 (k=9(k = k+9

Satz 1.2

Bew:

@

Seia, a, a,,..a, eine arithmetische Fol
danngilt: (1) a =a +(j-1)d

@ Ya (a1+an)

j=1

a,=a+d
a=-a,+d=a+2d
a,=a,+d=a,+3d
a, =a +(j-1)

2

2
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n n n n

@ a=>(a+(i-)w)=>a+>(j-)d

(n=Yn _(n n n n
= n@+d—L-=| @ +—([a |+-@(n-1)=—
Zpmed 0 (0me 0m e a(n-) =)
Bsp: zu(2): 5+10+ 15+ 20r... 4&2( 5 4p= 18
Die Summe aller geraden Zahlen von 1 bis 2004+ 6+ 8+... 100= 7( 2 10p=
Satz 1.3

=[a1+al+al+...al]+d I+ 2+ 3r...(n- )
-

n-mal (nfl)n

2

a,+(a,+(n-1)d) |="((a +a,)

a,

50 255

n+l

n . 1_
Y al =1+a+a’+a’+.a"=
j=0 1_a

(az1)

Bew: (1+a+a2+a3+...a”)(1—a)=

(1+a+a2+a3+...a”)—a—a2—a3—...a” -a"'=1-4a
a

n+1

1 n+l
= 1l+a+a’+a’+.a"=
1-a
Satz 1.4 . . .
Seia @, 4, ,..a, eine geometrische Folgé )t
danngiltfirq#1: (1) a =alg™
@ Ya=at- L
i=0 -q
Bew:
O a=al
3, =3,0=a g
a, =a,[g=2alq

n

2) Zaj:Zaimjfl:a@zQH:a1[1+q+q2+q3+...q”’1] = aid'_—q
j=1 i=1

i=1

1000 DM werden mit 4% verzinst:
nach 1. Jahr= 1000 1,64 1040

nach 2. Jahr= ( 1000 1,4 1,64 1000 f,64

Bsp:

n

1-q

Satz 1.3

10t

Man zahle jahrlich 1000 DM ein bei 4%. Wie hoshdas Kapital nach 20 Jahren?

Endkapitak E = ?
1. Einzahlung: 1000 1,6%
2. Einzahlung: 1000 1, 6%

20. Einzahlung: 1000 1,0

E=100q 1,04 1,04+... 1,04]=

_ 0
10{&1’704?} = 30969,20 [

1-1,04
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2 Unendliche Folgen

Def. 2.1
Eine Anordnungq, %, X, ... (xOR) sind heit "unendkcRolgen" oder "Folgen
Diex; heif3en Glieder der Folge.
11111
Bsp: (1 l—————...
P (D 23456

(2) 1,2,3,4,56,.
(3) 1,4,9,16,25,36,.

1. 11
4 a =— =1,2,3,..) = 1~ ~,
@ a=5 (] ) = 1y
saz 2.1 Eine Folge entsteht, indem man jedéreine R zuordnet
Bsp:
1 nd 1
2 - =
2
= Folge
s . L(=Fom
3
4 -
4

Darstellung einer Folge
(1)  durch aufzahlefa,, a,,a,,...)
(2)  durch eine Formel (Bsp4)

Bsp: (5) a =(-1)" (n=1234,.) = & 1%k 1.

(6) q1=3—2i2 (n=12,34,.) = 1]2]2,5]|2,75]

) xn:(1+1j (n=12,3,4,.) = 2]|2,25|2,37|2,44|
n
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3 Grenzwerte bei unendlichen Folgen

3.1 Definitionen

.—1 - 0 schreibweiselim1=0 (0= Grenzwer}
1000000 n-cn

Bsp2: & ,=%¥2 (n=12345.) = 2|1,41|1,26(|119|115 a,=104 a,,=1,007

Bspl: 1,1 ,—1 ,—1
234

Schreibweisen: (1) lima, =1 (Limes vona,)
2 a, -1 fumn - o
(3) a, konvergiert gegen 1 fiir gegen unen

Bsp3: xn=2n+1 (n=1,2,34,.) = 3|25]233]2,25] |2,01 limx, =2

n- co

imy2 =1

n- o

Def. 3.1 :
(1) EineFolgea, (n= 1,2,3.) hatOR als Grenzw

falls bei wachsendem die Glieder an Belge sich der Zal beliebig annéht
symbolisch: lima, = x (die Folgea, ist konvergent= Grenzwﬁ

(2) exakter: lima,=x <« nach Vorgabe einer beliebig kleineaté& > 0,

n- o

gibt es eine natir. Zah] , so daf fieal>n, gilt: [a,-x kK&

_ 3
Bsp: an=1n:33n = -2|-2,875F 2,9629|. - -

Def. 3.2 (1) Eine Folge die gegen keine Zahl konvergieifdheivergent

(2)  Eine Folge die gegen Null konvergiert heil3tifélge

Bsp:
1|-1|1F 1|1t 1|. divergent
1|1]1|2]1]1}. konvergent
a,=n> = 1|4|9|16|25}. diverge
1 1111
=

= =|=|=|— ... Nullfolge
& 2" 2|4|8 16I J

Def. 3.3
¢ x, wird beliebig groB = linx, =

lim x, = —co
n- oo

undx, < 0 fuirn=n,

| x,| wird beliebig groF
=

+n?2
Bsp: Liflll nn

=w  2]2,5|3,3].. |100,01].

3.2 Berechnung von Grenzwerten (Beispiele)

2 1
2 2 1+ =+ 2
(1) Un=(n:21) = +n22n+1= n_n 1 Iim—(n;:l) =1
k? k? 1
2 = = = - 1 k -
() ak (k+1)2 k2+2k+1 1+E+k7]; ( oo)
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3,80 -2,m+ 7,6

2 3
3 im =lim ——0 N =_>%2111
® Im 1,872 -M+9,6 ne ., 2,96 18
1,8- =+
n n
3n*-1 1
(4) —=3n-— . @ (n - o)
5) a,=q" mit|lgkl = lima,=0
6 a,=>q =l+g+q’+q’+...q" (lqKJ
j=0
8 =1
:1+ _ Nl n .
melra a =29 1 mYyg=b
a, =1+q+q 1-q 1-q "% —q
i_0’52+1
7 oS |
1+n = +1
n

@ VYa - ? (a20 = a - a’°=1= Ilmda=1 (az0

noo

9) (1+1j (n=1,2,3,..10,.) 212,25|2,37). |2,59) o
n

3.3 Die Zahle

n
3.3.1 Der Grenzwert v061+1J
n

Satz 3.1 .
Fur allen gilt:(klj <
n

Bew: Binomialsatz: (I, Satz 9.4)

(a+b)"=a"+ I R P S I Ol SPS A [l
1 2 3 n
[1+1j =1+ : E—l}+ : El£+ " E—Il+...+ : [—lE
n 1)n \2)n (3 n n)n

1

1

[nji:n(n—l)(n—2)...(n—k+])[i:_l[ﬂdﬁ—ldﬁ— 2, pok+1 1
k)n* k! “kKKn n n " n 7

n
<1
n
= [1+£j <1+1+£+—1+—1+—1+,,,<3
n 16
<1
Satz 3.2 .
Die Folgean:(hij ist wachsend, d.le, <a,<a,<...<a,<a,,<...
n
Bew: ah=(1+lj
n

zeigen: a <a,<a,<...<a,<a,,<...

Bernoullische Ungleichung (1, Satz 8.1)1+a)" >1+n[a

1

- < =
ki 1@2@30.k 12pO.2 2
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n 2 _\" _ n _q\n n
a=—i = [1+1j >1——1 - |1 ! >1——1 = —(n D(n+3) >1——1 = (n=9"(n+3 > 1=
n n n n n n? n n*"
n _ n n n-1 n-1 n
N (n+n1) Jn-1on . (n+n1) ,_n nl:[ n j N (1+1j o sa
n n (n—l) n (n 1) n-1 n

Satz 3.3

n
Die Folgea, = (1+Ej hat eine Grenzwere mit 2<e< 3
n

Bew: a =2<a,<a;<a,<...3

I T
2 e 3

| = 2<e<3

Satz 3.4

noo

e=|im(1+lj =2,7182818.. ( irrationg
n

Berechnung:a, =2|a, = 2,25, = 2,70481383|,,,= 2,718145936

Satz 3.5 ;
Iim(1+£j -
n- o n
N
a
n 2@ n a
Bew: 1+£ = 1+i = 1+iL = 1+_1 L e
n E 2 2 inoooo)

3.3.2 Stetige Verzinsung

Bspl: (1) 100€ sind 1 Jahr lang mit 6% zu verzinse
1
Endkapital= E = 100€11,06 10([% +1$3j = 10
(2)  100€ 2mal ¥2 Jahr mit 3%
2
E =(100€[1,0301,03 1008 1,03 10(% +:%O6j = 106,
(3) 100€ 4mal (1,5%)
0,06\’
E =100€01,01%= 100 iT = 106,1-
(4)  tagliche Verzinsung
365
E =100€ 1+Mj = 106,18t
365
(5)  stetige Verzinsung
E =100€[E Iim( 1+ w) ] = 100€¢"* = 106,184
n-c n

Bsp2: Wachstum einer Bakterienkultur
N, = Anzahl der Bakterien zur Zdit=

N = Anzahl der Bakterien zur Zsiil

N = N, "

Bsp3: Radioaktiver Zerfall
M =MasseU ,,.
M=Me“"
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4 Reihen

111
Bspl: Folgel,=,=,—...
p : 248
Reihe:1+l+}+—1+...
2 4 8

Def. 4.1 R
Seia, @, A&, ,.. eine unendliche Folge> Zaj = Re

i=1

2 3 w i
Bsp2: 1+£+(}j +(}j +=Z(—lj
313 (3 (3

1 n+l
1 (1) (1) (AR e 1{3) 1
Teilsummel+=+| = | +| =| +...|=| = 9 - - ——=15
3 \3 3 3) saz13 1-q

Def. 4.2 -
Sei) a; eine Reih
e

(1) Wenn die Teilfolge der Teilsumnfg = Zaj furn - o gegen die Zahlr konvergiert,

i=1

heil3t o der Wert der Reihe und es gEaj =qa

i=1

(2) WennZaj einen Wert besitzt, heil3t die Reihe konvergerdeanfalls divergent

=1

*1 1 1 1
Bsp3: —=—+—+—+...=1
P ;2‘ 2 4 8

j=0

J

Bspd: Y g’ =1+q+q’+q’+...

Falll: g=1 = >1=1+1+ 1 B .= divergent

=0

. ; o n _qn+1 1 | 1
Fall2: |gkl = Teilsummed g = 2q+qg°+q’+...q" = - — = q'=——
% 1+q = 1-q ,Zo 1-q

Fall 3:
q=-1 = > ¢’ =1+(-1)+1+.. Folge der Teilsumme: 1,0,1,0, nikbhvergent = > q' = diverger

=0 =0
Fall4: |gqp1 = > q' =divergen

i=0

Folgerung:
Satz 4.1

w w i
Bsp5: » 10’ =Z(%j = 11 =1,111

j=0 j=0 1+ =
10
00 - el . 1 1
Bsp6: » 107 => 10’ —[1+—+—j= 0,0011
= = 10 100
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Def. 4.3

Sei) a, divergentund a, - *w

=1 =1

fim - 00 = Zaj =+o00
=1

Bsp7: Harmonische Reihe
=1 1111 1 1 11
Z—_: I St St Mg St e S S
i=1 ] 2 3456 7 89
11,11 1 11 1 1
D i e e
2 2 4 4 8 8 8 8 16
1 1
2 2

ol e

1 1 1 1
>4+ + + = + =+
2 2 2 2

=1
= — =0

=N
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1 FUNKTIONEN
1 Grundlagen

Bspl: y=x X -y
Zuordnungx - 'y

Bsp2: Zuordnung Mengel Menge2
a
M N
Def. 1.1

Q) Es seietM unN zwei Zahlenmengen. JedeN werde eindeutig eig(1N  zugeordr
Eine Zuordnung dieser Art heif3t Funktion.
Schreibweise: y=f (x) odery=g(x)  odey=x
(2) M = Definitonsbereich der Funktic
xOM = Argument oder unabhangige Variable denlktion
N = Wertebereich der Funktion
y[ON =abhéngige Variable oder Funktionsw

Beispiele B 1 1
1) Zuordnungen = - =
y=x* furM ={x|0sx<} (Definitionsbereich ™ : 2 4
1 1
N={y|o<sy<3 (Wertebereich 2 " 3
1 - 1
2)
. Zuordnungen 1 - Y
y=3x+1 furxOR 9 7
R = Def.bereict -
_1 Ed - 2

(3) M :{0,1,2,$ = Defbel’eICh Zuordnungen 0= 1

N ={13,14,1% = Wertebereic 1 - 14 _
Funktion

@ y=f(x) (xOM)

®G)  x
y

01 2 3 X -y
4 51 3

Darstellung einer Funktion

1 Gleichung:y = f (x) oder y=x>  usw
2 Tabelle

3 graphisch (Kurve)
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(6) y:1 M ={x|xOR,x# ¢ = Def.bereict
X
7 y=Jx M={x|x20
Def. 1.2
(1) {xlasx<b} =[a,b] = abgeschlossenes Inten
(2 {xla<x<b} =(a,b) =]a,b = offenes Interva
< r_j >
a b
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2 Polynome (ganzrationale Funktionen)

2.1 Definition

Def. 2.1
Eine Funktiory =a, (X" +a,, X" +a,_, X" *+...+a,[x+a, mita OR (D iiq Koeffizient)

heil3tn- ten Grades oder ganzrationale Funktion. tlieRGrad des Polynom

Beispiele:  y=3x*-2x+1 (Grad 2 y=3,8"-2,2" (Grad}
y=(x=3)(x-4)+x =x"+x*-7x+12 ( Grad J

Operationen:  +|-|C

PolynomO-ten Grades: y=a,

2.2 Polynome 1. Grades

Def. 2.2 . o .
€ Ein Polynoml-ten Gradesy = ax+b heil$t Lineare Funktion oder Geragle
1
Bsp: ==x+1
pry 5
x|0 1 2
y|1l 15 2
Def. 2.3 ] ] ]
Seien(x,,y;) und(x, y,) zwei Punkte einer Gerade.
Dann heirStm=u =ﬂ Steigung der Geraden
X =%  AX
Satz 2.1 : . . . .
Bei der Geradeg=ax+b ist die Steigung under Durchgang der Geraden durchylie  /Ac
- +b)- +b) a(x,—x
sow: (1) mo Y Y _ (@ +b)=(ax+b) _alx-x)
AX X=X X, = X, X,= Xy
(2) y=ax+b ‘

TL

Konstruktion einer Geraden

y=2x+1
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Satz 2.2 Zweipunktformel

Gegeben seien die Punkf®, y;) und(x, y,) des Koordinatensystems. Dann geht die Gerade

Y2 7% = Y™ Y1 qurch diese Punkte

NTX o XTX
Bew: y,-y, = i:){i [fix, - x,) (x.,y,) und(x, y,) erfilllen die Gleichung = liegen auf der Geraden

Bsp: Welche Gerade geht durch die Pur(ite)(-1,0

E:y;z = 1:y;2 = y—2:x—1 = y:x+1
-1-1 x-1 x-1

2.3 Polynome 2. Grades (Parabel)

Def. 2.4 ) ) ) .
Die Funktiony = ax“ +bx +c heil3t Parabe

x/-1. 0 1 2 3

Bspl: y=2x°—4x+1
Py 7 1 -1 1 7

Bsp2: y=-x°

Satz 2.3
Die Parabely = ax® + bx + ¢ ist nach oben oder nach unten gedffnet (entspnechbb),

je nachdem ola <0 odera>0 ist

b
4a?

Y=Y, =y =a(x-x,)" = ax? y=ax? = a>0 oben

a<o0 unten

Bew: y=ax’+bx+c = y—y(,:a(x—xo)2 mitxoz—zﬁ;y():
a

Def. 2.5 Koordinatentransformation

Eine Koordinatentransformation ist die Einfuhruregiar Koordinater(x’, y’),

so dass die Funktioy = f (x) in die Funktiony’ = g(x') tibergeht.

(vgl. Bew zu Satz 2.3)

2.4 Division zweier Polynome

(x3—2x+4) :(x2+2x+])= 7

Bspl: 122:5-24+2 Bsp2: (£2=3x+1): (x-1) = x— 2+ 2 BSp35(x:—5x22—1):(x2+x+1)=x—6+xfj:;
_%% xz_ X I+ X +x
zU “2x+1 — 65— x+1
2 _
=242 —6x’-6x-6
Sx+7
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Bsp4: (x*—dx+4):(x-2)=x-2
- 2x
-2x+4
—2x+4

0

2.5 Die Nullstellen eines Polynoms

Def. 2.6 , ,
Jeder Wertx,, fiir f(x,)=0 heiBt Nullstelle der Funktiorf (x)

Bspl: y=x*-1 ‘ | - Nullstellen= Durchgang durck— Ach:

p, [P
Bsp2: X’ +px+q=0 = x=-—+ [——q
2 4
2

Fall1: p7—q>0 = 2 Nullstellen( ree)l

2

Fall2: %—q <0 = 1 Nullistellen

2
Fall3: pT—q:O = zundZ komplexe Nullstell

Bsp3: X’ —=2x+2=0 = x=1kJ1 2=} |

Satz 2.4 Fundamentalsatz der Algebra

SeiP, (x) = Polynom von Grad , dann gilt die Darstellung:
P, (x) = a(x=x)x-x,) dx=x,) 0..0fx~x,) (xj =reell oder komple)<

d.h.: x3—9x:(x—O)Eﬂx—3)EQx—(—3)) (Faktorzerlegung)
Bew: Hilfssatz1: P,(x)=Polynomvon Gratt = P,(x)=P,(x){x-a)+P,(a)
Bew: P (x):(x-a)=R,(x)+—— = R(x)=R,(Jix-a)+r  |x=a
R(a) =P (a)fa-a)+r=r
Hilfssatz2: P, (x) = Polynom von Grash a= Nullstelle va® (x) = P,(x)=P_,(x){x-a)

n

Bew: HS = P, (x)=P_(x):(x-a)+P,(a) aNullstelle = P (a)=0

Satz 2.4:
x, Nullstelle vonP, (x)

HS2 = P,(x)=P_(x){x-x,)
= R=Ra(x-x)

X, Nullstelle vonP, = x, Nullstelle voR,_,
HS2 = P, =R, (x-x,)

einsetzenP, = P,_, (x=X,)(x~=x,)
X, Nullstelle vonP, = x, Nullstelle voi®,_,

P2 = Pn_3(X—X3) = k= Pn_3(X-X3)(X—X2)(X—Xl)
USW.
schlieRlich: P, = Py (x=x,)(x=X,_)(X=X,_,)...(x=x,)

P

p=a
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Bspl: x* +x*=x*+x-3=(x-1)(x=(-2)(x-j)(x=(-i)) = Nullstellen 1+ 2] 4]
Bsp2: x*-2x*—2x?+ 8+ 8=(x—(1+j))(x—(1—j))(x— a(x—(— 2))
Bsp3: x* —2x+1=(x-1)(x-1)

Def. 2.7 (1) Die Zerlegung eines Polynoms im Sinne von 3atzheil3t Faktorzerlegung

(2) Kommt eine Nullstelle in der Faktorzerlegukg mal vor, heif3t siek —fache Nullstelle

Bsp4: y=x*—4x+4=(x-2)° x=2ist 2~ fache Nullstel

Satz 2.5
&z (1)  zahlt man jede Nullstelle entsprechend ihregifdchheit (d.h. bek —facher Nullstelle k —mal),

dann hat ein Polynom -tenGrades genam — Nullstellen
(2) Ein Polynomn- ten Grades hat hochsters  reelle NllldiBt(;Schnittpunkte mit dex— Aus@

Bew: folgt aus Satz 2.4

Beispiele:
Q) y=ax+h hochstens 1 Schnittpunkt

(2) y = éxz. +.bx +cC héchstens 2 Schnittpunkte

"

(8) y=ax+bx’+cx+d hochstens 3 Schnittpunkte

(4)  y=ax"+a_x""+a,_ X" +. . .ax+a,

=a(x-z)(x-2,)...(x~z,)
“Hochschieben*= z - z,

Faktorzerlegungy = a'(x-z)(x-2)(x-2)...(x-z,)

<

‘ EANE E2)

(5)  Polynom wie in (4) weiteres Hochschieber> z,z, gehen in komplexe Nullstellen tber
Faktorzerlegungy = a(x-z)(x-2)(x-2)...(x=2,)  z,z, komplex
beweisbarz, =7z,

Satz 2.6 . . .
(1) Eine mehrfache reelle Nullstelle ist stetedderihrstelle der Kurve mit der— Achse

(2) Istz=a+bj Nullstelle eines Polynoms, dann ist es auch dejukgiert komplexe Werz = a-bj

Seite 33



Il FUNKTIONEN ANALYSIS

3 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

dominik erdmann
ingenieurinformatik
fh — bingen

3 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen
3.1 Grenzwerte

-3 -2-1012 3
3 0 -103 1t
X; »2 = f(xj)=y

X3 —4x X
X=2 y
Problem beix =2

Bspl: y=

o ?
i !

Def. 3.1

ist identisch mit der Schreibweistim f (x) =b

Die Aussage[xj - afolgtf (xj) - b fur alle Folgerx; - a]

KX -4 =lim

x(x=2)(x+2)

3 —
Fortsetzung Bspl: lim XAy
X-2 X—2 X2

X—2 X-2 X—2

=lim_x(x+2)=8

X— 2

Bsp2: lim (1+1j e fur g(x)=(1+1j gilt img(x) =e //
X — 00 X X X — 00
- x| 4 -3 -2 -101 2 3 4 0,1 0,
Bsp3: f(x)=|x |
[ x| y|lL25 1,33 15 2 ? 0 0,5 0,67 0,75 9
fim P i X2 e im 11— L o 1
X0 |X| x-0 X X0 X
fim 22 i (X2 8 im -2 \ Asymptote beix =1
X - £ |X| X 00 X X - £ X
Bsp4: Einseitiger Grenzwert
y=2
| x|
lim =1
X"O+|X|
lim = =-1
x=0-| x|
Bspb5: y=l |
X
1 N
lim = =oo S
xH0+X ]
. 1 N |
lim = =-o0 N
x-0- ¥ \\
Def. 3.2 - ]
[x - amitx>a] < limf(x)=A
[x - amitx<a] - XI|Hr£117f(x)=B
Def. 3.3
geg: y=f(x) (xOR)

(1) Die Menge der Punkt(9<, f (x)) =(x,y) im Koordinatensystem hei3t Graph der Funktion g€}

(2)  Nahert sich der Graph einer Funktign o (x > —oo) dem Graphen einer Geraden,
heil3t die Gerade Asymptote (vgl. Bsp3)
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3.2 Stetigkeit einer Funktion

Def. 3.4 i i . _ . ] i
(1)  Eine Funktiony = f (x) heitinx, stetig, fallsy = f(x,) definiert ist undlim f (x)= (%) ist
(2)  Eine Funktion heif3t in einem Intervall stefg]s sie fiir allex, aus dem Intervall stetig ist
X fur x# 0 . .
Bspl: y=1]|X]| in X =0 unstetig sonst stet
Ofurx=0
Bsp2: unstetig
-

Merkregel:  Eine Funktion mit Springen, ist an denuBgstellen nicht stetig

Satz 3.1 . . .
Seiy= f(x) imIntervalla< x<b stetig

=y nimmt alle Werte zwischen ihrem Minimum und ihr&faximum an

dh: oscacooose: geamooocece T e

T
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4 Gebrochenrationale Funktionen

Def. 4.1
P(x
Jede Funktiony:% wobei P(x) und Q(x) Polynome sind, hei3t gebrochen ratiopal
X
-1
Bspl: y=
ply 213
2_
Bsp2: y:X 3x+1
1-x
Bsp3: y=—
24 x|-25 -5 -15 -11 -10-05 0 05 1 11 15 2
Bsp4: y=—;
-1 y/ 04 0 -1,4 -133 ? 5 4 5 7?- 13,3 1,4 0 (
_______________________ \ / X -4
: lim —— = -0
X=1+ X7 =1
..................... S S e e o
Asymyiat lim 5 = —o00
X=1+ X7 =1
e - 4
............. ST WO O Do N U L 2 _ 1-—
5 5 \ - ) lim X 4= lim X -1
4Puls12He | X oo X2 -1 e oo 1
| ! 1_7
‘ X
o —Stelle = Nullstelle des Nenners
0 W TN T T | O N1 T N W . 0-Stelle = Nullstelle des Zahlers
Def. 4.2 . . i . . . .
Ist f(x) bei x=x, nicht definiert, gilt aberim f (x) =+, dann heitx, Pol der Funktionf (x)
X%
Satz 4.1
. P(x) : .
Sei y =m gebrochen rationale Funktion ung R
X

(1)  Istx, Nullstelle vonP(x) und keine Nullstelle voi®(x), dann istx, Nullstelle vony
(2)  Istx, Nullstelle vonQ(x) und keine Nullstelle vorP(x), dann istx, Pol vony
(3) Istx, Nullstelle vonQ(x) und P(x), dann haty bei x, eine Liicke
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5 Nichtrationale Funktionen (Kegelschnitte)

Anmerkung: Polynom: endlich oft: +| - |C
gebrochen rational: endlich oft:+ |- |0/
nichtrational: endlich oft: +|— |0/ |f

BSpl y:\/; y= V1- X2

' 3+ 7x

Bsp2: y=a+JAC+Bx+C = (y-a)’=A¢+Bx+C = y’-2ay+a’-Ax*-Bx-C=0
(Gleichung der Kegelschnitte)

5.1 Der Kreis

Def. 5.1 Abstandsformel

Sei (x,,Y,) und(x, y,) zwei Punkte im Koordinatensystem,

dann heiRtd = \/(xz =x)" +(y,-v.)" =/ +Ay* Abstand der Punktg

17

d.h.

Ay
(x1,52) Ax
Def. 5.2 . . . .
Alle Punkte die von einem Punkt (Mittelpunk) den gleichen Abstand haben,
bilden einen Kreis mit dem RadiusumP
Bsp:
Abstand=d =(x y) zuab) ist
d =\/(x—a)2 +(y-b)* =r
(x-a)f +(y-b) =r°
Satz 5.1 ) 5
(1) Die Gleichung eines Kreisd=(a,b) mit dem Radiug lautet(x-a)” +(y-b)" =r?
(2) Die Gleichung eines Kreises um den Nullpuakitét x* + y* =r?
(8) x*+y’=1 = Einheitskreis
Beispiele:

(1) Kreisum(L) mitr=2 = (x-2)°+(y-)°=4

(2)  Kreisum(0,-4) mitr =14= x*+(y+4) =1

(3)  Die Gleichungx® + y? —-6x+ 2y + 6= 0 ist ein Kreis. Man zeichne ihn,
X —6x+9+y*+2y+1=—-6+9+1
(x-3)"+(y+1)°=2

(4)  Wo schneidet der Kreisx-1)° +(y +1)° = 4 die:
y-Achse? (0-1°+(y+1)°=4 = (y+9°=3= y=-1J/¢
x-Achse? (x-1)"+(0+1)°=4 = (x-9)°=3 = x=x/:
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5.2 Ellipse
XX +y?=1 Kreis ausbeulen:
X ' '
x=4x’} X=7
y=2y =Y W
y 5 — -
X 2 y 2 2 yz
X+y?=l = (—j +[—j =l = 4= =
4 2 16 4
Def. 5.3 Ellipse um Nullpunkt
XX y? ﬁ
¥+F=1 (a,b) = Achsen der Ellips k —
Beispiele:
1) 2+ =
X2 y2 . ’ ‘
2) Z+¥X =1
@ 1 4

X2 y2
B —+Z-=1 = xX*+y’=3 (Kreiy
9 9
Def. 5.4 ) )
Ellipse umP:(xo,yo) mit den Achsem b (X;:O) +(y_b2/°) =1
Beispiele: o
1y 2 T
1) %Jy;ﬁ =1 Mittelpunkt (1|-1)  Achsen(2|3) -“%—4\’»
\\\\\f////
(x-9°, (y-3° _ (x-9° (y-3°_
(2) 5 + 3 =4 = 5 + o =1 Achsen(\/§|\/1_2)
() Yy +4X*-2y-&+1=0 Ellipse i
4 -8x+y’-2y=-1 Lage?
4(x2—2x+1)+y2—2y+1=—1+4+1
2 2
Ax-1) +(y-)"=4 = (G Ot
1 4
(4)  Ellipse: Gleichung? Achs¢a|1) Mittelpunkt (-3 1)
(x+3)* +(y—1)2 1
9 1
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(5)  Wie lang ist die Sehne fiir die Gerage —x aus der Ellipsex’ + 4y” - 4= 0 ausgeschnitten?

X2 yz ] :
X+dy’=4 = +21 = : :
’ 21 N
Schnittpunkte, P, : ¥ B
2 y? , ) 5 : :
—+L = —X
4 1 = X—+( ) =1 = X+4x%=4 = =4 = x=t\/§ = y=$\/§

(RIP): [\E |—Jy%:],_[—\/25‘ |\/:;‘]

5.3 Hyperbel
Bsp:
2 2 2 2
Yoo Y22
9 16 16 9 b

2 2
= Xzi,/x——l = y=4]% -1
4 Vo 9

-18 -15 -12 -9 -6 -3
+23,7 +19,6 £ 15,5+ 11,3+ 6,9 O
0 3 6 9 12 15
? 0 6,9 11,3 15,5 19,6

a

y
X

y

Asymptote |

Def. 5.5
x* y?
(1)  Hyperbel um NUIlpunkt—z—F —
a
2 2
@ . :0) U b3/°) =1 Hyperbel um(x, | y,)
a
Satz 5.2 ) -
Die Geradeny = +—x sind die Asymptoten an die Hyberb)éét—é =
a

a
] X2 2 a a X12
Bew: g_F—l = y—ibJ?_

1
2 2 2 2 2
Verbindungsgeradey=LD<=iib1/i2—lD<=i x b _b X - i\/EZDciED(:Asymptote
X \a %o a a
b

X 2 X’
-=—=1 Asymptote: y=x—[k=%2x
a

Nullstellen: y=0 = —-—=1 = x =4 = x=%2
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5.4 Parabel

(1) y=ax’+bx+c \if (2) x=ay’+by+c
5 e

Bsp: y?’=x = y=#Jx

5.5 Geometrie und Kegelschnitte

€) Ellipse (Kreis)
A B,C,D = Scheitelpunkt
F,, F, = Brennpunkte

AB=2a

_ Achsen
CD=2b

Fl_P + aD = konstant

e +b’=a’

Satz

(b)  Hyperbel
A, B = Scheitelpunkte

F,,F, = Brennpunkte
AB=2a

Satz -
Die Hyperbel ist die Menge aller Punkke flr die t(FlP— PFZ) = 2a = konstaniist

(c) Parabel

G

. glei.che.Lﬁﬁgé. O o |

53

satz Die Parabel ist die Menge aller PunRederen Abstand von einem Pumk{Brenpunkt)

gleich dem Abstand von einer Gradg(Leitlinie) ist
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5.6 Die Gleichung der Kegelschnitte

Die allgemeine Gleichung,,x* +a,,xy +a,,y> +bx+b._y+c =0 stellt ein Kegelschnitt dar.

Bsp: a,=1|a,=0la,,=2p,=b,= 0t=-4= x*+ - & 0= x*+ ¢= 4= +

=  (Ellipse)

Q) a,=0 <« die Achsen des Kegelschnitts sind den Koordinateserc parallel

>0 < Ellipse (Kreis) : @ =0
(2) u 212 =D=4<0 <« Hyperbel -
G % =0 <« Parabel :
3 - I T S
Bsp: 3x*—4xy+y*—-2x—2y+ 9= C ‘_4 14‘ =-13<0 = Hyperbe W
1 0
y=+— = x[¥+1=0 1 =-1<0 = Hyperbe
X
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6 Exponentialfunktion, Logarithmus

6.1 Exponentialfunktion

Def. 6.1
Die Funktiony =a* (a > O) heil3t Exponentialfunktion. Sie beschreibt stetigéschstum.

a=e = y=e =exp(x)

Bspl: biologisches Wachstum (Bakterienkultur)
a, = Anfangsmenge
t = Zeit
a >0 Wachstumskoeffizient
y(t) = Zahl der Bakterien zur Zeit

y(t)=a " (y(0)=a,)

Bsp2: Radioaktiver Zerfall
y(t) =Menge Uran zur Zeit

y(t)=a,[&" (a>0 Zerfallskonstante a,= Anfangsmery

Verlauf von y = e**

Satz 6.1 Exponentialreihe
e*=1+x+iz+:+i4+... [: x=1 = e:1+1+i+—1+—1+..}
21 31 4l 21 3! 4l

Bew: I, Satz9.4: (a+b)" =a" +[:) Bi”ltﬂﬁ(gj&“ Hb2+(g] A *b+...+b"

e R WM RIS R

=b

= lim {1+x+ ”(2!'1) ’: MUUREURE/ES +..1=Iim {1+x+ n(:a_n]) ’; ¥ ”(”;%g‘]' 2)’;_3!+...

n— o n- co

X X3 x!
=1+ X+—+—+—+...
2! 31 4]

6.2 Umkehrfunktion

Funktion f (x)
Sei M = Definitionsbereich N = Wertebereich
dann: f(x) ordnetjedemOM genau gilN
dh. f: M - N (eindeutig

Uberfiihrt
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Def. 6.2
Eine Funktion heif3t eineindeutig oder umkehrbgekitiv), falls durch die Funktiory = f (x) jedem

xOM eindeutig einy0JN zugeordnet wird und umgekehrt jedgmI N eindeutig einx 0 M

Beispiele

@)

(3) y=x

nicht umkehrbar
weil die Riick-
fuhrung nicht
eindeutig ist

umkehrbar

Sei f (x) mitxOD yOW
schreibweise f D - W ( wird uberfuhjt
Annahme: Es gibt Umkehrfunktiof d.h. uetitbay)
Umkehrfunktion f™* W - D

Def. 6.3
Sei f :D - W umkehrbar, dann hei3t die Funktidn® :W — D Umkehrfunktion zuf
Beispiele:
1 1 .
Q) y=3x+1 = x=§y—§= Umkerhfunktion

(2)  y=+J/x (0sxsw) = x=y?=Umkehrfunktior
@ y=e ~ Es gibt Umkehrfunktionx=In y

Def. 6.4
y=€¢" < x=In(y) (natirlicher Logarithmuk

Definitionsbereich fiir lfly) ={y y> [0

Kurvenverlauf von y=Inx
y=Inx < x=¢ |

x|1 2,7 0,7
ylo 1 -1 ﬂ

Wichtige Logarithmen:
x=¢€¢ = y=Inx (natdrlicher Logarithmus)

x=2Y < y=ldx (Logarithmus dualis)
x=10" < y=logx (degatischer Logarithmus)
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7 Die Trigonometrische Funktionen

7.1 Winkel
@ Grad: Vollkreis = 360 positiv. < gegen den Uhrzeigersi
1°260 (Min)
1260 (Sek)
Bsp: 36°1530= 3&E+ 30 _ 36,25¢
60 3600
(b) Bogenmalyr= 3,14159
Vollkreis £ 277
T=180
Targe
2
T a g5
4
(c)  Neugrad (Vollkreisé 400’) ( Geodate)

7.2 Trigonometrische Funktionen

x> +y*=1 P (x5,5) Der PunktP rotiere auf dem Einheitskreis
Zuordnung: @ -y = Yy=sing
a - X = X=cosa
Def. 7.1 ] _ . ) _ i
Sei P = (x, y) ein Punkt des Einheitskreises uadder Winkel zwischen dex—Achse
und der Streck®P (Abb)
= siha=y
= C0sa =X
- tang=9 -
cosa X
cosa _ X
= cota - =—
sinag y
Beispiele: sing =1 sint=0 cosr=-1 cos(—gj =0
cos0= 1 tan%T =1 cos( 67) = 1 Sin9C =
Cos 45 = L [a2+a2: 1= 2°=1= a:ij
V2 V2
Satz 7.1

sin(x+ 277) = sinx
cos(x+ 27) = cox
tan(x+ 27) = tarx

cot(x+ 27) = cotx
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Bew: grafische Darstellung

A an /) \ \
/ \ sinx \ 2 \ o\ /27[ ’%” tznx/ / / N \ e\ N\
=y s 5 N
VIRV YR N VLR A
Wi Vo / / / \ \ | \
" \\// \u 1 \/ / ; I L3 \ -3 |
Folgerung:
Satz 7.2 ]
cosx = co§-X) ( gerade Funktipn
sinx=-sin(-x)  (ungerade Funktign
e -eof 5o
SinX=-co0g —+X
2
A .
CoSX = sn’(5+xj (siehe Graph
Satz 7.3 -,
si® x+cos$x=1
= sinx=#*1- cod x
= cosx =+ 1- sid x
Bew: Einheitskreis
Bsp: Man lése die Gleichungos(l—z-[+ xj+ cog-x) = (
= -sinx+cox=0 = cog= SIR = iﬂ= tan = tar B x=2
COSX 4
7.3 Additionstheorien der trigonometrischen Funktionen
Satz 7.4 . .
cos(x+Yy) = coxOcoy~- sirO sin
sin(x+y) = sinx(coy/+ cox siy
Bew: p':(xf,y')

P =(x|y) auf Einheitskreis gegeben
seir R beliebig und

cosr x— sim [y =X

sinrx+cog [y =y

d=x?+y? =\/(cosr X simr 0)” +( sim (x+ cosly)’

P =(X1y) éuf Eir.lh.ei.tskreis
P=(x|y)=(cosr |sim)

P'=(x1y)=(coda+ p) Isifa+ 5)

cosr [~ sir [y = coga + B3) cos cos- gl sin=  dos+ S)
= 1. _ = _ _ _

sinr X+ cog [y = sif{a + ) sindcos+ codl sin= gim+f)
a=0: cosrcosG sinOsin® cfg+pB)= cpk

= cosr=coy3 = r=f = [ einsetzen=  Satz]

umrechneny x* + y?
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7.4 Trigonometrische Formeln

(@) cosx= coéx- siAix= % D shx
(b)  sin2x= 2kinx[Ocox
tanx + tany

© el y) = o rany

(d) 1-cosx= ﬂsiﬁg

(e) cos(x-y)= coxOcoy+ sirO sin
() sin(x-y)=sinxOcoy/~ cog0 sig

Beweis:
(@) InSatz 7.4x =y setzen unctos x = 1- sirf x
(b) InSatz 7.4x =y setzen
sinx[tosy + cox [ siy
sin(x+y) _sinx[tosy+ coxsily _cosx[cosy coglcog  tan+ tan
cog(x+y) coxOcoy— sk sip 1 SinxLsiny T4 tall tgr
cosx[kosy

(c) tan(x+y)=

(d)  cosx= codX- siﬁ§=[ - siﬁzj— sfe= 4 2 A= (
@ 2 2 2 2 2

(€)

) } inSatz7.4 = y durch-y ersetz

Bsp: Man lose die Gleichunginx = cos X

2
-1
= sinx=1-2Bifx = u=% 8* = u2+%u—%= 0= uz__j,i [}j +—1={

= [1 u=sinx=-1 = x=15+ R (kOZ)
= [2] u=sinx=0,5 = x= 05235 R7r (kOZ)
= x=(m-0,5239+ X7

Trigonometrie und Geometrie

Strahlensatz: a_a
o b b
i a_a
c, c C|
5 b_b
b c c
Folgerung: sing = y:X:E cosg:X:E:E
] b 1 c 1 c
i : _y_b _a
tang == =— cota =—
w < X a b
Kosinus- und Sinussatz: KosinussatZ: = b* + ¢c” - 2bc [tosy
Sinussatz: —— = _b = C
sing sing  siny
c
Trigonometrie und Schwingungen
[ y = AGGin(w) A= Amplitute

\ w= 2rf y = Elongation wll = Phasenwinke
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7.5 Die Arcus-Funktion

y =sinx
V . y Vg T
y=sinx fir -—<x<—
\ 2 2
Def. 7.2
y=sinx < x=arcsiny fur _%TS xsl—; und - ¥y<
Beispiele: &
Vg T :
(1) arcsinf-3=a = -k simw = a=-3 arcsin(- :):—E .
. . T . T
(2) arcsinl=a - E simw = a=> arc3|r(:):E 1 1
(3) arcsinfQ=a - 0= sim = a= ( arcsin( = ¢
=
y = COSX
‘ y= cog fur @x<rr
Def. 7.3
y=cosx < Xx=arccoy fur &x<m und- 4y<
Beispiele:
(1) arccog-)}=a - -k coa = a=7m arcco§- 1=
(2) arccof =a - G coa = a=g arccog ():7—27
(3) arccof}=a - F coa = a= arccog J= (
1 0 1
Def. 7.4
(1) y=tanx < x=arctary fur —l—z-[sxsg und —o <y<o
(2) y=cotx < x=arccoy fur &x<m und-oco<y<oo
Beispiele: 3 —
(1) arctan(}=a - ¥ taa = azl—j arctar(:):%[ l P N
cosa Vi Vs - / 2 N
2 arccof J=a - 0= coa=— = a=— arccof =2~ -
@) ‘( () sina 2 t( Q 2 l
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7.6 Trigonometrische Funktionen und komplexe Zahlen

7.6.1 Trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen

z:a+bj§ |z]

Lo o e  z=[z|(cosp+ j Usinp)

P
Bspl: z=3+4j
|lzEVZ+4 =5
z=5(c0s0,92% jOsin 0,937

Bsp3: z=-]
' ¢ =151
-j =cog( 1,57) +  Osirf 1,5)

cos¢=ﬁ = a=|z [dcog

sing =|£| = b=z |Csinp
z

E‘Z| ' z=a+bj =|z|cogp + |0 |sigp

~ trigonometrische DarstellL
¢ =arc(z)= arg (z)
Arcus Argument
Bsp2:w = -1+ 2]

|wEV1+ 4=45

tanazZ = 634=qa

w

tan¢:il = ¢:arctan{': 0,92 1
X 3 EL = ¢=180°-a=116,6

w=+/5(cos116,6+ j (sin116%

Bsp4:j = cosg+ j [Bing

= Co{ﬂj+ J B”—(ij
oder 2 2

Bsp5: 4=|4|( cos@ jOsin}
7.6.2 Exponentialdarstellung

z=|z|(cogp+ jOsip) = g [i(¢)

Satz 7.5 . .
fir z=|z|(cogp + j Osigp) = £ [T (¢) gilt:

@ f(0)=1
@ f(e+y)="1(2)0T (¢)
@  (f(9)) =f(ng) (nON)

Bew: (1) f(0)=cosO+jOsinG .
(2) f(p+y)=cogg+y)+|Csing+y)
=[cosg Ccogy — sigp Osigy] +[ casll sip+ sl ap$
=[cosp + j Tsing] (]l cogr + j Osigy] = 1 (¢) F (¢)
@ (f(e) =2
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Es gilt: f(0)=1 elo=1
f(g+y)=1(g)F (¢) eV ze? @Y = cosp+ Osing=e
(f(9)" = (ng) e =(e")

Def. 7.5

Euler’sche Formel
e’ =cosg + j [sing

Satz 7.6

e’ =cosp - j Csing

Bew: e =e/(?) =cog(-¢)+ j [sin(-¢) = cog - j O sip
cosp - sing

Bsp: Herleitung des Additionstheorem cos(a + ) = *

e =elel” = (cosa + j (simr)( co+ j Usif) = casl gy~ siril e j( coS Bim o B
=cos(a + )+ | sina + )
Def. 7.6 Exponentialdarstellung
z=|z|(cogp + jUsip) = ¢ &
Bspl: z=-3+7]j
|zENZ+ 7 =7,616
tana =% = 66,8=a = ¢=180- 66,8= 113;2
ir113, j01,975
2=7,616 cos113.2+ 0 sin113p=  7,6E8 cwm=  7,6B6%"
Bsp2: z=3e”
z=3(cos2+j0sin?= §- 0,416j0 0,908~ 1,24§0 2,7
Bsp3: w=1+0j
=
w=e ?
Bsp4: z=1+ 3] w=2-7]
|zEVJE+ 3 =/10= 3,16: IwWEVZ+ 7 =7,28
tan¢=% = $=125 tan¢=£ = $=129 = ¢=-12¢
z=3162"* w=7,28@/("
z_ 3,162@3“’25 _ 3,16%]@,25—(—1,29 =0, 43025
w o 7,28@ " 7,28
Bsp5: Elektrotechnik: z=3¢*” =330 (330¢°)f4 40) = 1270 (33C) :((440)= 0,75 10
Satz 7.7 ) el9+27) _ qip — gi(9+2kn) (k[lZ)
(2 €&7=1
) e7"=-1

(4) |€’E1 (firallep OR)

Bew: (1) €™ =cog(¢+ Xm)+ jsig+ Rm)= cog+ 0 sig=e”
(2) ¥ =coy 1)+ jIsi z7)= :
(8) e"=cosm+ jBinT=-1

(4) €’ E|cogp+ jOsip 4 cdp+ sip=+ 4
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Satz 7.8

Bsp:

7.6.3

wo|wi

Die Formeln von Moivre
seiz=|z [” undv=\ BY =
zIw=| z|Ow |J(¢+ll/)

z _ 1zl giww

Z"=|z[ e

()" = (1+ )2+ §) 0. (1+ )

7
= 1+j=2@*

= (1+))°=v2° " =V2° @7 = 37 cos7,85 jOsin7,.95 §2 0,0040 0,989 j:

Wurzeln

Berechnung vory/z
z=|z|@" =|z @) (kOZ)

: : j(¢+2knm)
. 0/7 = n’l 7 |J(¢+2kn) — Q/Ellj[el(¢+2kﬂ) =Q/|?|:Ee n :|

dh. ¥Yz=g|zje " (k=0£1t2,.) Formelvon Moivre
Bspl: 31+j =7
) j(5+2knj ; jﬁr
|1+ Fy2re Prj=IVer ¢
k=0: 31+] =\/§[cosl—];+ i Dsin%j: 1,084 j 0 0, 2¢
et T2 T2
k=1: 31+j=%2@2 ° =¢2 cos—+"= |+jOsin—+=||=- 0,794 jO 0, 7¢
12 3 12 3
T AT
k=2: 31+j=92@"2 3 =42 co A +j0si AT
12 3 12
Satz 7.9 _ _ _
Alle n—tenWurzeln aus der komplexen Zahl liegen in der Gausebene auf dem Kreis Y| z |
mit gleichen Winkelabsténde%z
n
Folgerung: es gibt genau- verschiedenWurzeln
dh. ¥z

j(g+2km)

3”:— 0,294 j 0 1,0¢

Bew: (1) |YzEK|z[De® #uk Er = Krei

Satz 7.5=1

+ 2k

(2) arc(w,)= $+2kn

n

)_¢+2(k—1)7r:¢+2k¢ o

=ar(w,)- 2

arcl ) =

= ard(w)- arda,) ===

n
21T

n

n n
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Bsp2: %
1

1 .1
a+a’=1 = a=—%= = [—+ [—I—j
72 NAE

i
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8 Die hyperbolischen Funktionen

Def. 8.1
sinhx = 1(ex —e’x)
2

coshx = %(eX + e‘x)

sinh(x) _ e -e™
X = =
cosh(x) e +e™

cosh(x)

sinh(x)

tanh

e +e”
e —e”

cothx =

(sinus hyperbolicus

Satz 8.1
cosH x— sinix= !

cosh(x+y) = coskx[ cosi+

sinh(x+y) = sinhxOcosly— cosk( sinh

sintl] sinf

Bew: (1) cosH x= 1[ezx + 2e e ]
4

sink? x = l[ezx - Xe+ e‘”}
4

cosHf x- sinfi x=l{
4 1

(2) & (3) analog
Bsp: cosh( Q =%(e° +e’°) = 1
. 1 S1) .
sinh(J) =§(e1 —e) = 1,175:

Kurvenverlauf

4
wll

1

exex} =
ee

tanh (x)

i A =7

sinh () —4

-4

2

Def. 8.2

sinh(x) =y = x=arsinqy)
cosh(x)=y = x=arcoslfy)
tanh(x) =y = x=artant{y)
coth(x) =y = x=arcothy)

Definitionsbereiche
arsinhy {y |eo <y <o}
arcoshy {y y= 1}
artanhy {y + ky<}
arcotny {y |ky<-1}

sinh(x

cosh(x

tanh(x
coth(x

. =

umkehrbar fliFoo < X < o0
umkehrbar flr & x <o
umkehrbar fliF oo < x <o

umkehrbar fir allez 0
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Bspl: arsinh( )= -

[

arsinh(j=a - & sinl(na)=—(a—e'a)= 1= €e-e?= 2

N

2,414
Substitutione® =u = u-t= 2 = W- 8- £ 0= u= 1f2{ 0414}:651 = 2 414¢
u - 1

a=In2,414= 0,881 = arsinh)E 0,881
Bsp2: arcost{ Q= -

arcosf 9=a = O cos(fa)=%(ea+e’a)== = e+e?= 0

Substitutione® =u = u+%= 0= U+ E 0= u=%j = keine Losur
Bsp3: arsinh( § = *

arsin Q=a - 0= sinlﬁa)zé(ea—a’a)z 0

Substitutione® =u = U’ -k 0= u’= 1= u=t 1= €= 1= a= Ik
Bsp4: arsinh( 4 = *

arsinh 4=a - 4 sinlﬁa)zé(ea—e’a)z 4

Substitution: = U-1= 8= W - 8- F 0= u= 44 17> e= 4 1
u

= a=ln(4iJ1—7)= In(4+JT7): 2,0947
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9 Darstellung von Funktionen

9.1 Das kartesische Koordinatensystem

P

P=(xly)=(rl¢)

Umrechnungsformeln

r= /x2+y2

Y
X

X =r [tosp

y=rsing ¢ = arcta

Bspl: Kreis: x°+y?=R? in Polarkoordinater

= (rieosp)’ +(r i)’ =R* = r{

2 2
Bsp2: Ellipse: %+§=1
E 2 S 2
G NG S K
a b’

Bsp3: r=2¢ = Kurve?

Wertetabelle: 4 2 4

r|0 n o 1,57 21
2
Bsp4: r =cosg
/B 5 7
0o — — = —¢ 1, —
¢ 7 2 4¢ ¢ 4¢ 2 4¢
ri12 0,7 0 -—— —-—- —- 0 0,i
>0

cosp

a

y=1(x)

(von Descartes)

(x|y) = (r|¢) r=Radius
¢ = Winkel (Bogenmalp

X
cosp =— = Xx=rlco®

r
oy R
sing == = y=rlsing
y_ r $ing - tang
X r[tosp

codg + sihg
—r %

=1

ji

]=R2 = r’=R?> = r=R
[ﬂjz}:l = r= 1
N C e
a b

%0

\ Spirale

135,

180
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9.3 Funktionen in Parameterdarstellung

Darstellung:

x=4(t)
y=y(t)
Bspl: x=sint

y = cost
O<st<2r

Bsp2: x=3ltod
y =sint

(ast<b) t=Paramete

t=0: (0[]

t:g: (0,710,
t—g: (1]0)

t=m: (0]-1)
t=157: (-0,710,7

)

O<st=<2r

Bsp3: x=t

y=3t+l = y=3X+1

tOR

%

9.4 Ubersicht iiber die elementare Funktionen

‘ Elementare Funktionen ‘

/\

‘ Rationale Funktionen

‘ ‘ Nichtrationale Funktionen ‘

T

T

ganzrationale Funktionen gebrochen - rationale algebraische Funktionen transzendente Funktionen
(Polynome) Funktionen (z.B. Kegelschnitte) (unendliche Reihe)
£(x)
£(=)
(rl=1%) 1% ) {(+1=1=1=147)
trigonometrische zyklonmetrische Exponential - Logarithmen hyperbolische Area - Funktionen
Funktionen Funktionen (Arcus) Funktionen Funktionen

9.5 Die nicht elementare Funktionen

(= REST)
1
Bspl: y—{o
1
Bsp2: y=1x
1

Bsp3: Tabelle:
y

(x rationa)

(x irrational)
(xz0)

(x=1)
x|0 1 2 3
1 -49 7
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IV DIFFERENTIALRECHNUNG
1 Die Ableitung

Vorbemerkung

(1) Esseiy=f(x) eine Kurve. Eine lineare Funktion=ax+b
die f (x) an der Stellex, ,berihrt* hei3t Tangente ar,
(2)  Die Steigung der Tangente an heil3t Ableitung vonf (x) an der Stellex,
(3)  Eine Funktion die fiir jedes, die Ableitung vonf (x) an der Stelle, angibt hei3t Ableitung vorf (x)

Bspl: y=x°
Ableitung vonx= 1: 2
Ableitung vonx = —% :
Ableitung vonx= 0: 0
Bsp2: y=3x+1

Ableitung fur allex : <

1.1 Berechnung der Ableitung

S (3 +h) Ay

Ableitung beix, :A_
X

Def. 1.1 . ] . .
Sei y = f (x) eine Funktion, dann heifft
Ay _theth)-f(%) | _ A
AX h
Differenzenquotien{ h = Schrittweite

d.h

ay _ f(%+h)-f(x)

AX h

Def. 1.2 ) _ .
Sei y = f (x) eine Funktion.

f (% +h)=f(x)
h

Falls lim existiert, heiBtf (x) bei x, differenzierbar.

Der Grenzwert heil3t Ableitung vofi(x) an der Stellex,.

Iﬂ |M (ableiten="differenziereh

Bezeichnung:y' | f'(x,) ol
X dx
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Beispiele:
(M) y=x=1(x) = f'(x)=7

_ 2_ g2 2 2_,2 2
y =tim N 06) _ Dath) =X x* e 2o ox’ ) XN oy
h-0 h h-0 h h h-0 h h-0
2) y=x
y = lim et T06) _p, oth) 70y
h-0 h h-0 h
@) y=Vx
i 001 00) ey (R L (en)ox
Yo h o hro p(Jxrhedx) mon(Vxrh+x) 2%
Def. 1.3

Ist f(x) differenzierbar firr allexO[a,b] (d.h.a<x<b), dann heiRtf (x) differenzierbar
im Intervall a,b und f'(x) heiRt die Ableitung vonf (x)

Beispiele
(1) y=xX = y=2x = vy differenzierbar iR

(2)  Ableitung vony = 1
X

1 1 1 1
T T S e U] L oL L A
y =l =lim =li =lim
h-o h h-o h h-0 hi{x+h) X h-0 h(x+h)x
. -h 1
=lm—=—-= z0
hI~0h(x+h)x X2 (x#0)
y differenzierbar fur alle #
1.2 Das Symboﬂ
dx
by
y AX
oy
y_dx

Maogliche Interpretation fUI’g—y
X

(1) % = Symbol fur die Ableitung
X

2 y= % (dy, dx kleine Zahlen, siehe Abbildul
X

= dy=y'dx
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2 Die Ableitungen der elementaren Funktionen

21 y=x" und y=¢

Satz 2.1 ;
y=c = y=0
f(x+h)-f(x -
Bew: y' =lim () =100 i €€ g
h-0 h-0 h
Satz 2.2 }
y=x = y=1
Bew: Klar
Satz 2.3

y=x" = y'=an*1 (nDN)

I, Satz 9.4

y' =li f(x+h)—f(x)="m(x+h) X =IimEKX”+[an”'1Dh+[njx”'zﬂhz+...+h”]—x”}
h-0 h h-0oh 2

Bew: (x+h)" = x”+(:jx“ﬂh+(;]x”2D112+...+h”

h-0 h 1
—tim || " |t x| et mz e et =] et et
h-o| | 1 2 3 1
Bspl: y=x' = y =4x°
7 dy

y:eX :> yI:eX
Bew: ¢ = 1+X+X—2+X—3+X—4+,._
Iil, Satz 6.1 21 31 41
f(x+h)-f(x Hh _ e
y=tim OO e e L@ -] =lim L& (e 1)
h-0 h h-0 h h-0h h-0oh
2 3 4 2 3
=Iiml@{[hh+h—+h—+h—+...j—1}=Iimex[1+£+h—+h—+..1=ex
h-0h 21 31 4l h-0 21 31 4l

2.2 Ableitungsregeln

Satz 2.5

@)  u(x)=ald(x) = u(x)=al'(x)
) u(x)=f(x)xg(x) = u(x)=f"(x)xg'(x)

Bew: (1) u(x+hg—u(x) _af (x+ht1+af (x) s f (x+ht2— f (x)
h-o0: u'(x) alf'(x)

o SOern-ub) (e a(eem) (1 (920() f(xen)-1 (), olx+h)-o(
h h h - h

h-o0: u'(x) £'(x)£g'(x)

Beispiele:

y=3x = y =3
y=x+x* = y =2x+3x*
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y=5x"+7x" = 1x+ 2&°
y=xX+3x°-2x+1 = y =X+ &- 2
y=3"-2 = y=F-1x

Folgerung:
1) y=ax = y=a

(2) P(x):zn:ajxj = P'(x):Zn:aj[jD("'1

Satz 2.6
Produktregel(u-v - Rege)

[u(x) Bv(x)]' =u'(x) I(x) +u(x) ¥ () kurz: (wv) =uv+w/

h
~ u(x+h)-u(x) v(x+h)-v(x)
=v(x+h) . +u(x) .
- v(x) @ (x) +u(x) ¥ (x) = £'(x)

Bsp: y=xX*[@ = y =2x@+x[@&
y=(1+x2)(1—ex) = y’=2x(1—ex)+(1+x2)(—ex)

Satz 2.7
Quotientenrege[E - Regeﬂ
v

kurz: (uv)' =

u'v-uv

u(x+h) u(x)
N f(x+h)-f(x) _v(x+h) v(x) :E{u(x+h)w(x)—u X Ev(x+h)}
h h h v(x+h)(x)
zl[u(x+h)Bv(x)—u(x)Bv(x)+u(x)w(x)—u(x)liv(x+h)
h v(x+h)¥(x)
~ 1 u(x+h)-u x)_u y v(x+h)-v(x) I
_v(x+h)w(x){ () h () h } vz[ w-utv]
Beispiele:
e* e x-¢"
y= = Y E—
L1 .o —¢ )
y=e'=o = y=—g—=
(x+1)e* [(ex+(x+1)eX)D<2(eX —2)]—[(x+])ex[@2<(eX = j+xzex)]

X (e -2) | (xz(e* _2))2
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> x 2X®x+XZeX 1_X _XZeX —_
y:xe = y':( )( 2) (])
1_X (1_X)
2 2x+1)(x@) - (x* + 4+ x &
e (el (e e o)
x[& (xre)
—_ v3AX — ° —3X2ex—X3ex
y=xe'=—« = Y= 2%
e (S)
Bspl: y=¢€’; z=3x-1 = y=¢&*"
Satz 2.8 Kettenregel
y="f(x) undz=g(x) = y=1(g(x))
dy _dy gz
dx dz dx
Bew: ﬂ=|imﬂ = ﬂ"ﬂ
dx AX dx AX
Ax Az Ax dx dz dx
Beispiele:

(1) y=e¥' = y=¢e; z=3x-1

YWy
dx dz dx

2 y=(x+1)’ = z=x+1

YN _gpn- 9(x+ 1’
dx dz dx

neu: (1)

y - e3X—l . yl = e3X—1[3
2 y=(x+1’ = y=9(x+2°001

Merkregel: y' =(AuRere Ableitung{ Innere Ableitur)

(3) y= e3x2—6x+1 - yl — e3(2—®(+ 1[@6X_ 6)
(4) y=3=¢" = y=e"0n3=In3E

6 y=(-¢) = y=41r-x){-2)

(6) y:exz—l[qx2+3x) = y,:|:eXZ71QX:|(X2+3()+exz’1[qz(+3

o ,:4x3mx+1)5—x4EE5(x+J)4Dl]

7 =
(7) y =Yy (X+1)10
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2.3 Die trigonometrische Funktionen

Hifssatz: (1) imS™ =1 (h>0)
h-0 h
@ Gimi=eN g
h-0 h
Bew: (1) Abbildung = sirh<h< tah = sih<h< S0
cosh
= sinhsh = SNy
h tan /2
= hssmh = coshsth AAh
und cosh h
coshs Moy o i it
h h-0 h-0 h
(2 1-cosh= stiﬁg (11, Abschnitt 7.4
.o, h .->h . h
1—cosh_2Etmz§_ szE_ sin,
= = = Bin— - O
h h h h _v_zd h-0
2 2 0
1
Satz 2.9
alz (1) y=sinx = Yy =CcoxX
(2) y=COSX = Y =-sinX
Bew: (1) y(x+h)—y(x)=sin(x+h)—sin(x)
h h
=l[siant:osh+ simOcos| - sik= O Ll A L L coBl =1
h f01 h

@) y(x+h)-y(x) =cos(x+h)— cogx)

h h
:l[cosx[bo&w— sixOsih] - cos= CG(SCOSh_l_ S sih~_ .
h —— e

Bsp: y=sin(x2+2) = y'=cos(x2+ QDX
y= cos(esx) = y=- sir(e:‘x) r:SnK

y=sinx’* = vy =cos’ X

Satz 2.10 1
(1) y=tanx = y=———=1+tadx
cos X
(2 y=cotx = y=- 12 =-1- cof x
sin? x
Bew: (1) yztanxzﬂzE
COSX V
,_uv-uv _cosx[cox~ six[- six) cos x+ sirf x 1
= = = = =
y V2 cos’ X ® cod x cO8X
=c052x sirf x 14 siff x ~ 1+ tar x
@cogx codx co5x
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2 vy= cotxzﬂ
sinx
, _ (=sinx) Gsinx - coxOcog _  sin® x+ coé x 1
= = — = — - ==
sin® x sifx (@ sifx
=-1- cos x =-1-cof x
@] sin’ x
Bsp: y=tan(3¢- %) = y'=[1+ tah( 8% - 2)]( 8-
y=cot(sin(e“)) = y'=[— 1- cof( sirﬁ )]( o@ )Ba“ -
y=tan(1-e*?) = y’=[1+ tari }e*z*z)}( )( %)
2.4 Die Arcusfunktionen
Satz 2.11 ] . . o .
Seif *(y) = x die Umkehrfunktion zy= f (x) , dann gikitDifferentiation
Y-t = ()=
X Ay
dy (£7) (v)
Ly 1 dy_ 1
Bew: Ax_g =, dx_%
Ay dy
Bspl: y=arcsinx = X= siny
dy 1 1 1 1 1
dX_ dX_ _COS c052y+5|r? o - 2
d7y (SInX) ycosy JEsify \/1 szy \/1 X
Bsp2: y=arccox < Xx= coy
ﬂ__ 1 _ 1 __ 1 _ 1
dx % (cosy)’ -siny \/1—CO§y \/].—X2
Bsp3: y=arctanx <= x= tary
@y _1__ 1 _ 1
dx dx 1+tafy X’
dy
Bsp4: y=arccotx < X= coly
dy_1_ 1 _ 1 __ 1
dx X -1- cofy -1-x° I x?
dy
Satz 2.12 q 1
(1) —arcsinx=
1-x°
(2) iarccos<=— !
1-x°
d 1
3 —arctanx =
® dx 1+x?
d 1
4 —arccotx = -
@ dx +x2
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0-17 *  gx-3
B ye 1 e 1+ (X - 3) - 2x-3
Py arctar(x” - X) Y arcta(x* - 3§ arctari (x - %) ( 1 (x2 - 3)2)

2.5 Hyberbolische Funktionen, Areafunktionen

Satz 2.13 .
dsinh(x)
(1) ——*=coshx
dx
dco
(2) ﬂ=sinhx
dx
dtanh
(3) L(X)zl—tanr?x= 1
dx cosH x
d coth(x) 1
4 — 7 =]-cotif x=-
@ dx sink? x
dsinh
Bew: (1) SI—(X) =£F(eX —e‘X)} =£(eX +e‘X) = coshx
dx dx| 2 2
dco i
@) ﬂ:i l(ex+e_X):|:1'(eX—e_X):Sinhx
dx dx| 2 2
dtanh [ si - si i '
3) anh(x) _ d. smhx}: costx[cosk— sinkl sinh  _ 1_ o stk_ oo
dx dx| coshx coshx cost? x-sinfix= 1 COSIK co8lx
dcoth [
4) (X)=i C(_)th};.. (analog
dx dx| sinhx
Satz 2.14
1) (arsinhx) = L
V1+ X
' 1
(2) arcoshx) =
( ) ==
(3) (artanhx)' -
1-x°
4 arcothx) =
( ) ( ) 1_X2
Bew: (1) y=arsinhx = x= sinhy
@_ 1.1 1
dx  dx  coshycosty-sify=1f1 4 sinify 1+ %2
dy
(2), (3) & (4) analog
2.6 Potenzen und Logarithmen
Satz 2.15 1
y=Inx = y== (x#0)
X
Bew: y=Inx < x=¢
@_1_1_1
dx dx e x
dy
1
Bsp: y=In(tanx) = y =——[1+ taix
Py=inftany) =y =g i tadx)

Seite 63



IV DIFFERENTIALRECHNUNG

2 Die Ableitungen der elementaren Funktionen

ANALYSIS

dominik erdmann
ingenieurinformatik
fh — bingen

Satz 2.15
a —Regel

y=x" = y=ax*

Bew: y=x" =¢"™

Beispiele:

1
1  y=Jx=xt = y’=%x2 =—;x

x(h3 r

(2 y=3=e =y

(3) y=\3/1—_><2=(1—x2)é = y'=

— y::eaﬂhx

1

m'l: X7 ED'EE =ax*?
X X

1

T 2dx
=™ [n3=3[n3

S x?) s -2

1
i - ) _ . _1y2 | 5(3¢ + 1) - (- )06
(4) y=e* 1y 5X2 1 esx1+(5X2 y’=(e3X1)[6x+—1( 5(2 ]J-jz ( ]) ( i ])
3x“+1 X+ 20 X+ (3X2+1)
(5) y=siny1+x* +tar( < 3X)= siff +x )3+ ta(nex y)
1 2
3 X - X x°- X 4_ %
{cos(l x )3}%( K- )] 3 tar(e )] (e ) 5 )
(6) y=sin(x2 + 2x) =y =[co:{x2 + 2()}( 2+ )
3 e’ 2x(1-x)-e“ (-1
(7) y=1e > y= ( )2 )
-X (1-x)
2.7 Ableitungsregeln
y y' y y' y y' y y'
a 0 X ax*? e e In x 1
X
1 1
sinx COSX COSX -sinx tanx cos X cotx sin® x
1+ tarf x -1-cot x
_ 1 1 1 1
arcsinx arccosx - arctanx _— arccosx e
1-x° 1- % 1+ 1+x?
1 1
sinhx coshx coshx sinhx tanhx cosH x cothx sinh? x
1-tanif x 1- cothf x
) 1 1 1 1
arsinhx arcoshx artanhx arcothx
1+ x° 1-x° 1-x° 1-x°
Differentiationsregeln
[cﬁu]' =cl’ (c=consj
[u+v] =u'+v
(uv)' =uv+u/
(Hj’ _ u'v-—uv
v Ya
_ oo dy _dy
=f(z): z= S_9
y (Z) z g(x) dx dz dx
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Satz 3.1

Satze und Definitionen zur Differentialrechnung

3.1 Satz von Rolle, Mittelwertsatz

Satz von Rolle
Vorraussetzung: f (x) ina< x<b differenzierbar f (a)= f (b)

Behauptung:  Es gibt eine Stell§ ma<é&<b , so dds¢é) =

(

Satz 3.2

Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Vorraussetzung: f (x) ina< x<b differenzierba

Behauptung:  Es gibt eine Stell§ ma<é&<b , so dds¢é) :%

/f {©)-1(2)

a b-a & b

Satz 3.3

Bew: Seig(x)=f(x)-f (a)—M(x—a)

g(a)=0 i

g(b)=o} Z. 9(€)=o0

y = f(x) inx, differenzierbar
= y=f(x)inx, stetig ( Umkehrung gilt nici
f(xl+hlz_f(xl) X“f:Xz f(XZ);f(Xl) hjo a= f'(xl)

gilt nur, wennf (x,)-f (x) - 0 x, - X,
= f(x)-f(x) = lmf(x,)=f(x) = stetg

Umkehrungy =| x |
beix = 0 nicht differenzierbaf aber stet
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3.2 Hobhere Ableitungen

Def. 3.1

y=f(x)
ey dy
= y=f (x)—&
no__ T " n _d2y_d_2
= y _(f (X)) f (X)_ dXZ _dXZ f(X)
nm n ! m d3
= () = (=5
= Y= 199 =(1"(x)
=y = §0)(x)
Beispiele:
Q) y=sinx = y=cox = Y =-siKk = y"=-cog = y9= sir

(2) y= X3 = y' = 3X2 — y" =6X — ym =6 = y(4) =0
() y=ull = y=uv+w = Yy =uv+uV+uVv+w =u'v+2uV +u

3.3 Differentiation von Funktionen in Parameterdarstellung

Parameterdarstellung

x=¢(t)

y=u(0) (ast<b)
Bsp: - h
,/ N X = cost
| | e (05t=27)
) y =sint
N | S
y:(//(t) ﬂ 2
X = (t) ax
Y_y dy
T & _a ¥
dx _ ., dx dx ¢'(t)
E_¢() dt
Folgerung:
Satz 3.4 x=¢(t); y=¢(t) (Parameterdarstelluj
Lo o_v(y
dx  ¢'(t)

Anmerkung: t = Zeit = & y(t)=y o X (t) =x

Bspl: x=t; y=3; tOR (y=3x)

Bsp2: x=cost; y= sint

Q:X:—CO_S = —cott
dx X -sint
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3.4 Differentiation in Polarkoordinaten

*  Umrechnung:
X =r [tosp

y=r$ing

Herleitung der Ableitungg—i
X =r [tosp

y=r$ing

Kurve: r=r(g)
x=r(¢)tosp
y=r(¢)BEing

dx

o
X

w:r'(¢)m:os¢—r(¢)[5ir¢ 4

g2

%:r'(¢)mn¢+r(¢)ms¢

o
ASS

= Ableitung in Polarkoordinaten fir die Kurve=r (¢)
dy _ r' [dosg —r [king
dx r'[$ing +r oy

Bspl: (Fortsetzung) (r =¢)
dy _ 10$in0+¢ Ek:ost 0

¢=0: -
dx 1[tos0-¢[sin0
LT T T
¢_]_T. ﬂ_1E$|nE+EEbo&2__i__g__064
2 ¥ awesT-Tosil T 7

=@ _r'(¢)eosp—r(¢) Csing
dy r'(¢)Bing +r(¢)tosp
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4 Anwendung der Differentialrechnung

4.1 Extrema

Def. 4.1 .

y=1(x) Inx, hatf(x) ein

(1)  Maximum: = f(x,+h)<f(x) (h Klein

(2)  Minimum: « f(x+h)>f(x) (h Klein) [( Max | Min) = Extremun)
Bspl:

Satz 4.1

f (x) hatinx, ein Extremum= f'(x)=

0( nicht andersrj

Bew: Steigung der Tangente ist 0

Bsp2: y=x*-4x
Min: y=0=2x-4 = x=2

Satz 4.2

1) f'(x)=0undf"(x,)< 0 =
2)  f'(x)=0undf"(x,)>0 =

inX, Maximun

inX, Minimurn

Bew: (1) y'<0

[y

M

a

2 y=>0

N

Bsp3: y= %xz -4x
gesucht: Extrema

y=x"-4=0 = x=%2

y'(2)=2x=2R2=4>0 = Min

y'(-2)=2x=2[{-2) =

Nullstellen

:—13x3—4x=0 = x=0

1.

-4< 0 = Max

§X -4=0 = x2,3=1r\/1_2
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Bsp4: y- x +2x° -5x+1

1
y' =x*+4x-5=0 = x=—21\/_9={
Extrema= % -5
y'=2x+4=0 y'()=6>0 = inx=1: Min

y'(-5)=-6<0 = inx=-5: Max

Der Fall y"=0
Falll: y'=0; y"=0 (beix,)

Sattelpunkt

S

Fall2: y'=0; y"=0 (beix,)

] Bsp:
"i ercol f’ g y:X4

] - 4X3
[ y 0 beix=0
y" =12%

Fall3: y#20; y"#0

4.2 Extremwertaufgaben

(1)

(2)

In einem Kreis mitr =1 soll ein Rechteck mit maximaler Flache eingestiamewerden.
A=alb =Max

A Nebenbedingung® +b?= 4= b=+ +4a?
1
" A=al/4-a’ =a[@4—az)E
1
——O Va-a’ +aB1i[@4 a)ZEQ—Za)=

2

a
Vva-a?
= b=+4-a?=4-2=4/2

Ein Tank soll600 fassen. Die Form sei die eines Zylinders. Bei iveficAbmessungen sind die Materialkosten am

= J4-a’- =0 = 4-a’-a’=0 = 4=2> = a=+2

wenigsten?

A=2rmth+2r%m

Nebenbedingung?/ =r’rth= 6006 n6 = h= 26DT
r

h einsetzenA = QHEI%; g = 1—2+ Zri= 12+ 2°
r r

Z—A=—12r'2+4m=0:> —E+4m—0: - 12 4ré= |
r r?
~ r=92-005 h=2=_6 -9
4 r?zr 0,988 [Or
A _
Probe.d ;=247 +41>0 = Min
r
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(3)  Ein Geschoss werde senkrecht nach oben miAnfengsgeschwindigkeit, = 40m abgeschossen. Nach wieviel
s
Sekunden erreicht es die gro3te Hohe? (Luftrejluemnachlassigen)
Hohe=s(t) =v, [ﬂ—%[g [* = Max

ﬁzvo—gt = t:ﬁ:—=4s
dt g 981

d?s
—=-g<0 = Max
dt? g

4.3 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Ein PunktP, bewege sich geradlinig. As

s(t) = zurtickgelegter Weg zur Zeit

im s _Bs_ s(t.) =s(t) - Weg_ v =Geschwindigkei

s(t) =1

oAt Attt Zeit
vra_ o Av_ Zunahme Geschw _ _ .
S(f)=v="= : = a = Beschleunigung
At Zeit

Bsp1l: freier Fall

s(t):igt2 = v=s=gt = a=g
0 . 2
Ubliche Schreibweise:

s(t) = Weg- Zeit- Funktion: = s(t)=$=v = s'(t)=8=a

Bsp2: Schwingungen
s(t)=Ainat  (w=27f, f=Frequeny
v =3$= Aldwltosut
a=§=-Alw Binat
F =ma=-mALS Binat (Kraft)
Bsp3: gleichférmige Bewegung

s(t) = Weg- Zeit- Funktior

$§=v=const

§=0=a
Bsp4: Kreisbewegugg

¥ Bewegung auf Kreis ( Paramejer
/ﬂ X r [Cost (% —-rwsinut (X —-rof [Bosat
= ) = V= = = a= = )
y r&inr y rowltosut y —-raf Binak

|a |=\/r2a)2(co§a)t+ siﬁa)t) =rw’

m

F =ma=nrao?
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4.4 Fehlerrechnung

Bsp:
Ay = dy
Iy A d
“ y=" = dy=yli
dx
Def. 4.2 . . .
dy = y' [éix = vollstandiges( totalgs Differenti
Satz 4.3

Fehlerrechnung
Seiy = f (x) differenzierbar. Ist mit dem Fehtix behaftet

so ergibt sich fly der FehlAy = dy = y' [dx

Bspl: Bei der Messung der Kantenlange eines Winfedst manl =13Icm. Eventueller Messfehledl = 0,1cm.
Wie wirkt sich der Messfehler auf das VolumenZaus

V=1 = dv=Vv'0l=3%0=313f00,F 514&n’
Probe: 1313- 131= 5150
Bsp2: Ein Sekundenpend@l= 99,m = T= &) sei um0,0Xm zu lang. Wie grof3 isfAT ?

T=2mr |_=2;T|_
g 9,81

1Y 1
AT=dT=Td =@ =( ZZ w2 | =2~ 2
dl Jo.81 J9.812

[0,01= 0, 0001005655[£]
Tag

UL ”
Jo.8131  \[9,814/ 99,4

Satz 4.4
akz y = y(x) differenzierbar = y(x+dx) = y(x)+y"(x)dx

Bew: y(x+dx)-y(x)=Ay=dy=y' i

Bsp3: \/le ?

y(x)=vx = y'zz—\l&

Jar=y(43=y(4 0}
1

1
=y(4)+y'(4)[0,1=+ 4+—=00,F 2-00,8 2,025( exakt 2,02
y(@)+y(do1vartox 22 ( 3

Bsp4: sin(3) =7
sin(3) = sin( 3,14- 0,1}
=sin(3,149+ co$¢ 3, )1(- 0,94 - )DL 0,4 0,14 exakt 0,14
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1.1 Stammfunktion
Bspl: f(x)=x (x)=3x> (ableiter)

3 = fr
f(x)=x* = F(x):%fx4 (aufleiten)

Eine Stammfunktion zd (x) st eine Funktiifx)

mAi(x) = f (x)

Bsp2: f(x)=x'-3x> = F(x)=éx5—x3

f(x)=sinx = F(x)=-cox

Bsp3 f(x):% = F(x)=In(x)
F(x)=In(x)+3
F(x)=In(x)-7
F(x)=In(x)+c

Satz 1.1

wobeic eine beliebige Konstante ist.
= es gibt unendlich viele Stammfunktionen.

WennF (x) die Stammfunktion zfi(x) ist, dann ist es dutk) +c

Bspd: (1) f(x)=e'+1 = F(x)=¢€'+x+c

2 f(x)=x" = F(x)=ni+15<””+c

1 (x rationa) _ _
(B) f(x)= keine Stammfunktion
0 (sons)
Def. 1.2 ] . . L .
Eine Funktionf (x) ira<x<b heiBt integrierbar,
falls eine StammfunktioR (x) mi'(x)=f(x) ia<x<b exstt.
Def. 1.3 . . . .
Das Aufsuchen einer Stammfunktionfz{x)  iRténtegration vorf (x)
Def. 1.4
F (x) = Stammfunktion zd (x) = F(x)=.[ f(x)@ix+c  (f(x)=Integrang

2

Bspb5: J'xmx=x7+c
Isinxmx: - CcosX+cC
. 1
jsmwx@kz —— Ccoswx+cC
w
jex lix=€e"+c

=arcsinx+c

1 _ dx
NNy
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1.2 Grundformeln zur Integration

Aus Kapitel 1V, 2.7 folgt:

f(x) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x) f(x) F(x)
a 1 a+ X ¥ 1
Iamx ax+c jx [olx a—+1x * je [olx e +c J';dx In|x|+c
j dx j dx
Isinxmx —COSX+cC Icosxmx sinx+c¢c cos x tanx+c sin’ x —COSX+¢
.[(1+ tarf x) dx .[(1+ cot x) dx
I dx arcsinx+c I dx —arccosx+c dx 1 + dx —arccox+c
— | (1ex<1) | 1 oe e arctacre | [ 5
j dx j dx
jSinhXEiX coshx+c ICOSthX sinhx+c costt x tanhx +c sinh’ x —cothx+c
.[(1— tantf x) dx .[(cothz X = ])dx
I \/1(1)(—)(2 arsinhx+c I 1d—xx2 arcoshx +c J.lib)((z artanhx +c J.lib)((z arcothx +c
Beispiele:
(1) _[x3|]jx=%x“+c
) jsmx::wc
(3) J'x“mt=x“t+c
dt
4) IW =arctart +c
(5) jfﬁﬂx ijij— D(2 +c—§x3+c— \/7+c
2"
I T = [ = 25
(6) j X x-jx X—g +cC
Satz 1.2
Iy'mx:y+c
Anmerkung:
J.Oij=c jal]jx=ax+c
1.3 Einfache Integrationsregeln
Satz 1.3
J'a[f ij aj'f
Bew: SeiF'(x)=f(x) (F = Stammfunktioh = jf x)dx=F(x)+c
'[a[f X) dx = aIIIF()

aj X) dx = a (x)+ c'):aEF(x)+g’B:i: -

Beispiele:

'[3x2dx = 3.[ x2dx = 3(% x3+cj =x*+c
J'—exdx='|'(—1)exdx=(—

1)jexdx =—€e"+c
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J.gdx:3jédx: 3In|x |[+c

Anmerkung:
Ein negatives Vorzeichen darf vor das Integral genowerden.

I( ))dx = I dx+jg

Satz 1.4

= (F(X)+G() o) =f(x)+g(x) = F()+G(x)+c=[(f(x)+g(x)dx

— 5
If dx Ig +C

Beispiele:

4
J.(x3 +ljdx:jx3dx+jidxzx—+ln | x|+c
X X 4

j X = 2x +1) X—XT:—2—§+X+C

—

3 2
3X4_7X +2(2_X+ 4)d)(_3%—7i ﬁ_x_z*_ 4(+C

(sinx— cosx)dx = - cox— sim+c
( 3

J

Anmerkung: Integration von Polynomen

I[;ajxj]dx .[axjdx Zajx'dx Za

J+1

4 3 2
Bsp: j(4x4—3x3+2xz— )dx_ﬁ_ﬁ ﬁ_x_ﬂ:
5 4 3 2

1.4 Integration durch Substitution

Satz 1.5 Integration durch Substitution

[f(x dxx_zzjf z)) @ (2) oz

Bew: I x)dx=F (x)+c
o <=ria)e
= G'(Z)Ken;rege.':'(fl’(z))W(Z)

= j z) bz = jG :G(z)+c:F(¢(z))+c:F(x)+c: f (x) Caix

1
Tn
—_
X
(g
—
X
g
1
—
—
X
g
—
N
~

formal: J'f Bd—mz = I (x)dx

x=4(2)=¢
Def. 1.5 q [f( )
[dif (x) = [—+ 5 X = [/ (x)dx=f(x)+c
Beispiele:
(1) einfacher:jsin(x+])dx o jsinzmz:— cog+c=- cox+ Jkc
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(2) I o = ——J —Earctanz+(:——1 arctan¥+c
1+16x° Z4X 1+z 77 4
z 1.,
(3) J'(Inx) dx = ;x J.zljjz=?+c=EDh (x)+c
dz= dx
1
-=dz
dx 2 dz
4 = =1 ————In z +c———EIn 3= X pe
(4) jgzxéz_s_zsz A |z| 13- 2 b
1dz dx
2
z 1 1 . 1
5 cosx’ | [x[dx = cog @=— cog)dz== sip+c=- sSif+cC
@ Jleost)aix, 2 J(eom) =53] comie=s sire=s,
xmlx—dzz
3x% - 6x dz
(6) IWXLrlmle:m:ﬁ1 ?—In|z|+c—ln|x—3(2+1|+c
dz=(3x2 - Gx) dx
(7 Itanxmx JSInX = —J.%:—"HZ [fc=-In|cox +c
cosx ézzﬁfssTnxmx z
o, 1 1, . 1 1
(8) J'XE'l;mx x = J'xEtsmz[-I—Ejz:—J' sinzldz==(- cog)+c=~-— co§ +C
é;:;xmlx 2X 2 2 2
é:zx
© [k = - ﬁ_—um l+C =200 |3 - 1 +c
x -1 21 2 2
dz=2x[dx
(10) szﬁaxz dx = lIezdz:—1e2+c:—1exg+c
z=x3 3 3
dz=3x%dx
Satz 1.6 1
J'—mx=ln|x|+c
X
Bew: Falll: x>0 = Jidlenx+czlln|x|+c
X =
Fall2: x<0 = J.ldx I [{-dz) I Mz=Inz+c = In|x|+c
X oz J -7 lzl=FxE K|
z>0
Satz 1.7
fr(x
'[me=ln|f(x)|+c
f(x)
f!
Bew: '[L X = $—In|f(x)|+c
f( ) é;:f(??x)dx z
3_
Bspl: | éiff O = In | 6x° - 3¢ J+c
X2
Bspzj 3WX——I3X EjX——In|x -X|+c
Bsp3: _[tanxmx=—j smxmx_ In|cox fc
CosX
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1.5 Partielle Integration

Herleitung: u-v-Regel:(u EV)' =uv+u

= u'v:(uEV)'—uv’ = ju'vmxzj(uv)'dx—jqux = Ju'v@xzuv—]uv’dx

Satz 1.8 Partielle Integration
ju'vmx=uv—.[uv’dx [u=u(x)]
v=v(x)
Beispiele:
(1) jx@axmx=x®x—jexﬂmx=xex—ex+c
2 IXECOS(ij:xDsim—I sikMdix = xe* —e" +c
3) jlnx@ix=fll]nx@ix=xD]n—'[xB:'zmx=xD]nx—x+c
(4) sz Binxmx=x2[q—cosx)—.[ x[{~ cox)dx=-x* cos+ '[2<D casgtix = -x* 0% [XZD siﬁj Dlsx]
= —x* [tosx+ 4 xOsirk+ cos|+c
(5) IxESinthjx:chosrx—I 0 coskldx = x[0 cosh+ sirhc
: . 1 . 1lcdz
(6) 1larcsink[dx = x Darcsix — | xB—=1[tx = x[ arcsikn+=|—
j Pk, ke
1 B S N . :
=xBircsmx+—.[z2m2=xDarcsm<+— — [ =xDarcsm+( —1x2)2+c
2 211
2
(7) _[sinzxmx=_[sinxDsinxmx=(— cox)Dsim—j(— cog 0 castix=—- o8 ximj TmSoix
=—cosxDsinx+J.(1— siﬁx)mx=— coz[] sim+j Bﬂx—j Sixldx =- crEl sdnx—j S tix
= stinzxmx:—costin(+x+c' = jsiﬁxmx:—%ﬂcosm sbmgﬂz
B 3 . o L )
(8) _fcossz]jx—'[coyDcoxmeﬁ;I? sin0 cos—j siif~ silx=  sifl 008'[1 gsmﬁix
ntegration —CO0S X
:sianb09<+j(} co%x)mx: sim0 cos+x—J c%)xmx:j Codtix
= 2jco§xﬁﬂxz sikJcog+Xx = j cés(mx:% s ca&xD]—'Z
2 2 2 2 2
(8) _fxl]hxmx=X—E[hx—.[X—B1:=X—E[hx——1'[xmx=x—ﬂhx——1d(—+c
2 2 x 2 2 2 2 2
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2 Das bestimmte Integral

2.1 Flachenberechnung

Bspl: Rechteck
Flache: A=alb Definition: A
Bsp2: Halbkreis SR

i
o
=

Flache: A=%I’27T warum?
Berechnung voi
A=’ Rechteckflache
Bsp3: y=f(x) (asx<b)
A=’ Rechteckflache

Berechnung der Flache in Bsp3:

Flache Rechteck Nri(x, —x,)Cf (&)
Flache Rechteck Nr2(x, - x ) CF (£,)

&G §,ab
Flache Rechteck Nr3(x, = x,) F (¢,)

2.2 Das bestimmte Integral

Def. 2.1 i , - - ) .
Die Funktion f (x) seiim Intervafa<x<b) definie Wenn fiir alle méglichen
Intervallzerlegungea = x, <X, <X, <...<x, =b mit <& <x,, ( firallg gi
n-1
der Grenzwert lind f (fj )(xj+1 - xj) existiert und igteich einer Zahh
n- oo J:O
dann heiBA das bestimmte Integral @on hbis
b
SymboI:A:j f (x)Cix ( Flach
Anmerkung:

b
j f (x)dx = Flache= Zzahl abej: f(d)dx= Menge der Stammfunktio

a

Def. 2.2
b
Wenn das Integrz{l f(x)ix existiert, heiR{x) eiildlem Intervala< x<b integrierbe

Beispiel einer nicht integrierbaren Funktion
0 (x rationa
y= ( o ) (0sx<1)
1 (x irrational
n-1 0 & = rational

nicht integrierbar, denfim » f (& ){x.,, —x )= b
g nw; (5‘)( s J) {1—0 &, = irrational
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Satz 2.1

(1)

()

®3)

(4)

(5)

(6)
(7)

Sei f (x) Ubem<xs<b integrierbarurﬁj(x) Stammftioktzu f (x) ,
dann glltjf x)dx = F (b ) =[F(x } |b

a

A:Jl‘xm)(:|:x_2:|l_l_2_o_2:_1
) L2 2 2
y=x* (0sx<])
A=_|l'x2dx= 1 1 101

) 3], 3 3 3
y=x (-lsx<1)

1 P
A=jxmix=x— =1—}=O
) 2], 2 2

y=sinx  (0<x<7)
A= Ismx@k [-cosx|] = (- cosr)—(- cosjo=—(- )& (- )&

Anderung der Grenzen bei Subtitution

1 4
dx -1 i:_l arctanz4:—1 arctan4 arctan® 0,33
4 ° 4

11+16¢ =ix 49 1+ 7

Jx&tosx [eix 3 —_[ cos@z-—[ siz]; ——;( sim— sin)o=
dz 2xmx

Kreisflache

Kreis: x*+y?=r? = y=+Jr’-x> = y=+Jyr?-x? (Halbkreig
A= qumx 2[]\/r - x?dx = 2[[ [ j [dix

N[y

= 2r? [j\/1— Mz = ZrZDJ‘«/l— sirt¢ Ocog [dg = szj coRp [alg

22X z=sing
_r dz=cosg [dx

dz— dx

NW

2

Nebenrechnung

[cosplip=[coplicopidp = siplcos=| siif- sip= gin) gos| ’ghridg

Integration 1-cos ¢

=sing[tosp + [( + cobg)dp = sipl cas+g—| coplig=[ Casldg
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. ~ 1 4
= singtogp+¢ = zj cosp g — j c&saw_z sinll cgsr ¢ 3
Fortsetzung:
2 1 . ¢L27 T T
A=2r*[| cog ¢ dlg = ZZEE— sig Cco +—} =2 ——(——j =r’0r
-[, pLdg 2 i ¢ 2|7 4 4
- ;
(8)  Partielle Integration
1 1
Ixﬁex mx:[xﬁex]z —jlﬁex mx:(lﬁel)—(OBeo)—[ex]z = e—(el—eo) =1
0 0
: . .
(9) J.xBinxmx{x[ﬂ—cosﬂg—'[ I{~ cos)dx=| sinz = s'ng— sin®
0 0
2.4 Satze der Integralrechnung
Satz 2.2

Satz 2.3

f(x)dx=0

D C—y

Bew: zf(x)dx: F(a)-F(a)=0

Satz 2.4

QD C—, T

f(x)dx+£ f (x)dx=j f (x)dx

a

Bew: (F(b)-F(a))+(F(c)-F(b))=F(c)-F(a)

Satz 2.5

Bew: graphisch

Satz 2.6

Bew: [ 1 (t)at=F (x)-F (a)

Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sei f (x) ina<x<b integrierbar und stetig,

b
dann existiert eine Zalfl mit<&<b nftf (x)dx=f (¢)(b-a)

A=|f(x)dx=f(¢)(b-a)

D —T

Sei f (x) integrierbar = g(x) :I f (t)dt = Stammfunktion Zu(x)

const
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Beispiele:

X

g(x):j(t3—t

0

g(x)= (t3—t

O t—y

)dt = g'(x)=x-x

)dt = g'(x)=0

Satz 2.7

Sei f (x) ina<x<b stetig = f(x) im<x<b integreib:

denn:

Anmerkung:
stetig

differenzierbar
differenzierbar

integrierbar
stetig

keine Spriinge
existiert Flache= integrierbar

integrierbar
stegtig
integrierbar
differenzierbar
differenzierbar

40U

2.5 Anwendungen

(1) Kreisumfang

ds=r la

u 2
jdszjrﬁﬂa = [s];J :[ra]f)” = U=2m
0 0

(2) Kreisflache

2rm

£ Flache Kreisring: dA= ra2rldr

A R r2
jdA:JZrnEjr = A:erE:rzrr:A
0 0

dr

(3) Kugelvolumen

Kugeln

Kugelflache: A= 4nr?
dV =47 [dr

R

V R r3 4
konzentrische jdv = j4m2dr = 47| — = _]TR3 =V
° 5 3 3

0
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3 Uneigentliche Integrale

Bspl:*
1.1 1 1
I+=+=+2+= =
2 16
Bsp2: y=e

_,L'To exdx—lamo[ e ] —g[nw[ ea—(—e'O)]:Iai‘rpw[l—e‘a]:lzTe'xdx
0

A= —-Jm J2=im [T '1'910[-—}1

e[ 2

ood ) ad ) a i
A:J'?X:QTOJ;?X:IJTO[In | x|]; =lim[Ina-ini] =

1

(divergen)
B
Def. 3.1 Die Integrale
j f (x)dx = fim j f(
b b
jf Jdx= lim [ (x)cx

a

)

jf dx_nmjf

helrSen une|gentl|che Integrale 1. Art. Ein uneitielnés Integral heif3t konvergen
falls der Grenzwert existiert. Andernfalls heiRdégergent.

—

1
Bsp5: y=—
paly T2

Bsp6: Polstelle

dx . fdx fos 11_. B
__L'TJJ;\/; I!mogx dx = I|m2 —IlrpOZ[l—\/E]—Z

<
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1
Bsp7: y=—
Yx

38 A=if%=rmff+mfﬂmhx%x*fxidx}-"mﬁ%x? el
“in|(5F

1 g 30 g

Def. 3.2 - - - - ]
Hat die Funktiory = f (x) an der Stehke=c mik x<b eine Polstalann heil3t
b c-& b
j f(x)dx= Iirr?)[ j f(x)dx+ j f(x) dx] uneigentliches Integral 2. Art. EgiRt konvergen
falls die Grenzwerte existiereAndernfalls heil3t es divergent.
Satz 3.1 B
J'e’x X"x=n!  (nON)
0

Bew: Te‘xx”dx = [(—e‘x) X" ]: - (—e‘x) nx"tdx

O t—y

= .[e X"dx = nj X"dx = n(n—l)Te‘Xx”‘de =n(n-1)(n- Z)Te'xx”'3dx
0 0

aw

:...:n(n—l)(n—2)...EQDIJ.e'Xx°dx:n!

0 =1(Bspj

Def. 3.3 N
Ie‘xxz'ldx =T (z) = Gammafunktior

Esgilt: I (z)=(z-1)!

Satz 3.2

Konvergenzsatz
(1) j¢ x)dx konvergent; & f(x)<g¢(x) = _[f(x)dx konvergel
(2) j¢ x)dx divergent; O<¢(x)< f(x) = jf(x)dx diverger

Bspl: I
0< <e” e “dx konvergent a dx konvergel
X+1 I g - -[ +1 g
i
Bsp2: Iz Smxdx ?
T X
s © 9 oy o
152 sinx J.%:oo N J-Z sm><dx:Oo
X X 1 X T X
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VI ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUN G
1 Taylor — Reihen

1.1 Potenzreihen

Bspl: Il, Abschnitt 4 = ﬁ= wa+g?+q’+...=>.0 (bt ) /

= y= f(X)zi=1+x+x2+x3+...=zxj (Ixk 9

1-q =0 -

= Potenzreihe furf (x) _—

2 3 4
Bsp2: y=¢" :1+X+X—+X—+X—+,,, (—oo<x<oo)

21 31 41

Bsp3: y= 1
X

x=1-z = y=1i=1+z+zz+z3+... (Izk 3
-z

=L#(1) (21 # (1)
= y= =2 (-9 (-1
Zusammenfassung:
:171)(:%@(—0)j (1x-0k 3
S NC RN

y

Y (x-0)) (wo<x<e)
J
allgemein:

y= f(X)=iaj EﬂX—xo)j = Potenzreihe ( -, <a)
j=0

Def. 1.1
Die Reihe )" a, [fx-x,)" = f (x) heiRt Potenzreihe. Wenn sie fiix—x, k a konvergiert,
=0

heil3ta Konvergenzradius
sprechweise:f (x) ist umx, entwickelba

Bsp1: y:i:i(x—o)j (Ix-0k 3

Bsp2: y:nz.:;an fx—x,)" = f(x)
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1.2 Taylor — Reihe

Bspl: y=¢€* aufk Stellen berechne Operationen+ + [Ji+4
Ansatz: y=€ =a, +ax+ax +ax’+ax*
y =€ =a +2ax+3ax +4a,x
y' =€ =2a, +6a,x+12,X°
y" =€ = 6a, + 24a,Xx

y =e* = 24,
x=0 = y=e=1=3q, = a, =1
y':eO:]_:a1 a1:1
n_ 0 _1q_ i
y'=e =1=2a, o
m_ 0 19— _i
yr=e=1=6a, T3l
y(4):e0:1:24a a :i
‘ o4
X x* X!
= e =l+Xx+—+—+—
21 31 41
2 3 4
« X
no-o = € =1l+x+—+—+—+
2! 31 41

Bsp2: In x aufk Stellen berechne
Inx = a, +ax+ax* +ax’
3

Ansatz: y=Inx=a +a (x-1)+a,(x-1)° +a,(x-1)

1
=t ma 20, (x-1+ a(x- Y
Y 1
y' =5 =28, %68 (x-])
n 2
y :F:Ga3
x=1 = y=In1=0=a, = =0
':%:]_:a1 = a1:1
1 1
"= ==1= ==
Y= 23, = & =3
2 1
"= =2= ==
Y =3 6a, = 3% =3
2 3
= Inx=(x—1)—(x ) +(X )
2 3
2 3 4
n-o = ex=(x—1)—(x_1) +(X_1) _(x=3 +...

2 3 4

Allgemeine Herleitung:

f (x) beliebig genau berechnen:

Ansatz:  f(x)=a,+a,(x=%,)+a,(x=x,)" +a,(x—x,)’+ a4(x— xo)4
f'(x) =a, +2a, (x—X,) + 3a,(x=x,)* + da,(x—x,)’
£"(x) = 2a, + 3la, (x— x,) + 3048&, (x - x,)°
f"(x) =3la, +4la, (x=x,)

@ (x)=41a,
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Setzex=x, = f(x)=4a = g =1(x)
, fr(x
(%) =2 =  a-= 1(, )
fll
f (X0)22a2 = a, = S(O)
” f"l
f"(x)=3, = a= :E,X")
(4)
£ (x) = 4la, = a,= ! 4(!)(0)
] " m (4)
L L e R L L)
T n m 0 (4)
O IR % FLA L VR LA YA LA ) PR LR Sl )
1! 2! 3! e
Satz 1.1 Satz von Taylor
Vorraussetzung: f (x) o oft differenzierbar, um, in Potenzreilentwickelba
' " w £(4)
Behauptung:  f (x) = f (xo)+#(x—xo)+#(x—xo)2 +..=) f k(lxo)(x—xo)k
H . k=0 .
| x=x, Ka undx, beliebigund=c mdglic
Bspl: y=$ Wahlex, = 0 ( unx, = 0 entwickelr
y=(1-%)" = y(0)=1
v =% =~ y(0)=1
y' =2(1-x)" = y'(0)=2
y"=3(1-x)" = y"(0)=3!
Taylor-Reihe:
_ 1 y(0),,¥(9) ., ¥(9
R T T T
=1+x+X+ X0+
Bsp2: y=sinx umx, = 0 entwickelr
y =sinx = y(0)=0
y' = cosx = y(0)=1
y" =-sinx = y'(0)=0
y" = —cosx = y"(0)=-1
y¥ =sinx = y¥(0)=0
] " n (4) (5)
e y(0+ 20, Y (O (0 (0 ¥ (9,
1 2! 3! 4! 5!
20t x+ Oy Ly Oy Loy
2! 3! 41 5!
cx—tertys Ly Lyl
3! 5! 7! 9!
Satz 1.2

Reihe von Mac Laurin
Vorraussetzung: f (x) « oft differenzierbar, umt, in entwickelb

o £(0)
Behauptung:  f (x)= ij_|(0) X!
EL

Bew: Taylorreihe firx, =0
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1.3 Potenzreihen der elementaren Funktionen

Satz 1.3

i

=0

x
e = Z—' fur alle x

Bew: Mac Laurin (Satz 1.2)

© f(J)(O) ' © 1
f(x)=¢€" = x o= —x
( ) ]Z:(:) j! (f(i)(o):eozl);)j!
Folgerung:
&1 1011
el_e_;ﬂ_l+ﬂ+5+§+
Satz 1.4 2
(1) sinx=x—-—+——-—+...
3t 5171
2 4 6
(2) cosx= -2+ X X 4
21 41 6!
Bew: (1) siehe Bsp2
@ y(0=y(0)+ L)+ L) )
Wahlex, = G
(0 "(0 "(0
y(x):y(o)+y1(!)x+y2(!)x2+y3(! ) ot
Yy = COSX = y(0)=1
y' =-sinx = y'(0)=0
y" = —cosx =  y'(0)=-1
y" =sinx = y"(0)=0
y¥ = cosx = y¥(0)=1
y©? = —sinx = y9(0)=0
_ _1 PR R s
= y(0)=1 5iX +Zx Tk +
. \4
Bsp e’x—1+(jx)+(JX) +(JX) (JX) +
2! 3! 4

Folgerung:

Satz 1.5

Eulersche Formel
e =cosx+ j [kinx

Bsp: y=Inx furx, =0 nicht moglict

Wahley = In(x+ 3
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Satz 1.6 ; -
In(x+1):x——+__x_+x__
4 5
Bew: Wahlex, = 0
y=In(x+1) y(0)=0
y':(X+:|.)_1 y'(O):l
y' =—(x+2)" y"(0)=-1!
y"=2(x+1)" y"(0)= 2!
y@ = -31(x+1)™ yt¥ (0)=-3t
in(x+1) = y(0)+ LD Y10 Y0,
1! 2! .
XX X
2 3 4 5
Satz 1.7 ; . - ;
arctanx = x—— + X X X _
3 5 7 9

Bew: firx, =0 Ableitung berechnen, in Taylor-Rei einsetze

Bsp: tanlzr=1 = 7—;= arctaff I = 7= Darctdn)1= 7=

Beispiele
(1) cos0,7= -
x*  x* x°
COSX= I-—+——-—
21 41 6!

(2) InL6=In(1+0,9

X8

:ktO, 764842

= 0,764842

In(x+1) =x-"—+"—=-=+= =

EXZOJ
x* x®
4 5x

O 475152

—ktO, 470003¢
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2 Rotationskorper

Def. 2.1 ) . . .

Es seiy = f (x) fira< x<b stetig und/> O fiir alle

Lasst manf (x) umx— Achse rotieren, entsteht ein Rotationskérper.
Bsp1l: Halbkreis = Kuge
Bsp2: m Ellipse = Ellipsoid
Bsp3: A/]\ y=f(x)
Satz 2.1 ] T

Seiy = f (x) = O stetigira< x<b

b

= A= ZJTJ' yy/1+ y'?dx = Flache des Rotationskorp

Bew: e

2
// AA =271y IS = 2Ty | AP + Ay? = 21y 1+(%) [Ax
(j)/ 2
\ = dA=2my 1+(dj [oix = 27y 1+ y' 2 dx
A b
= A=[dA=27] y|/1+ y 2k
0 a

Bspl: Mantelflache eines Kegels

y=ax+b= ax-—D<

* : A= Zﬂj yy/1+y'? [Eix = 27'[J. 1/1+—ij- ZT—J 1+—2jxmx

22"
:277% 1+#{X—} :m%%\/hhr?[%:nmm:A
0

2

A= ZJT'[y\/1+y’2 [eix = 271'[\/_‘/1+—mx— 27.[ f ij
1,25

3 1,25

:12nj zsz 2;%[22} _2712[1,255 0,255]_ 5,3304
=X+, 0,25
dz=dx

0,25
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VI
2 Rotationskérper
Satz 2.2 - T
Seiy = f (x) = O stetig ira< x<b
b
= V= nj y’dx = Volumen des Rotationskorpe
Bew: -
I AV =’ = y* X
b A A A
l Ax Klein = dV =my’dx = jdv = ITJ. yidx = V= 7TJ. y2dx
0 0 0
Bspl: Volumen Kegel
i y=ax+b = y:ax:Fx
8 in h h 2 2h 2 37" 21,3
\% =ﬂjy2dx=ﬂ r—zxzdx=71r—2'|'x2dx=71r—2 x =7Tr—2h—=}r2ﬂh
o AL h* % h*| 3 |, h“3 3
Bsp2: Ellipsoid

X2 y2 B 3 X2
g"'F—l = yz—(l_; b2

) / a a 2 a 2 3 72
\\}/ | V= ﬂj yzdx=ﬂj bz(l—%jdxwmzj[l—%]dx: nb{x—%}
° 4
{ (a=b=r = V=§m3j

_ .......... v :]T"..TSinz me:”ijinXEBimmX:ﬂ[ Sin([q_ COX):|;1+][ Cés(mx
0 0 0

5?? = 77]'1(1— sin’ x) dx = ﬂ[ﬁﬂ—f sirf xﬂix} = —IT]-T sirf x [eix = ITT sirf x [oix

nZ

0
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3 Fourierreihen
3.1 Einfuhrung
Grund- und Oberschwingungen
2
2
! sin 2x ' cos2x
2z
| ) /\ A i /\ /\
2
2z
Fourieranalyse:
Darstellung eines beliebigen Schwingungsprozedsdsberlagerung obiger Grund- und Oberschwingungen
dh. f(x)=a,+asinx+a,sinX+a, sinX+...+b, cog+b, coser... ( Fourierrejt
Bspl: Schwingung
/\ f \ /\\ /W Man ermittelty = 4Jsirx[Jcdsx
m \\/\ \/\ /\/ Fourieranalyse = y= siR+ sin¢
| \ [V
WY
/
\ \/ \\
Bsp2: Elektrische Kippspannung
u(t) Fourieranalyse = u(t)=7- 2 sin- sinzgm sin8—ZD sih—4§D sin5..
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3.2 Trigonometrische Polynome

Hilfssatz1:

(1) ][sinij;inkxmx: 0 (j#Kk)

-

(2) IsinijSinijix:rr

-

(3) [ cosjxCsirkx(dx= C
(4) J'coijDsirkxmx= 0 (j#k)

(5) J' cosjxdcogx [dx = 77
(6) Icoijmx: j sinjx[dx = C

- -

Bew: durch Partielle Integration beweisbar

Def. 3.1

n

Die FunktionT, (x) =

N |

k=1

+_(a, [oskx+h, Csirkx) heilt trigonometrisches Polynom-ten Grades

Bsp: T,(x)=1+sinx+ 3cosX

Satz 3.1

2 &
_1t
1) a= H_J:Tf (x)dx
_17
@ a-= H_J:Tf (x) [oskx [Bx
3) b :]—]_'[]Z f (x) C3inkx Ceix ( Fourierkoeffizienteh

Die Funktionf (x) seiin-r< x< 7 darstellbar durein trigonometrisches Polynol

d.h.f(x)= +Zn:(ak Ccosw + by, Ositkx) , dann gilt fur die Koeffizientep  ugd

Bew: (1) f(x):ﬁ+alm:osx+a2 CoOsX+a, CoSB+...+h, sim

2
= ]‘[ f(x)dx= jaodx+a1jcosxmx azj CcosXLdx+...+b, j simx Ldix
= jif(x)dx a°2ﬂ+a1E®+a2[D+ b M = a —]]_'[:,f f (x)dx

2 f(x)m:osx:%ﬂcosﬁaiDco?sx+a2 cos?] casa, cos3 &as..+b,

rsinl

X

= j'[f E:osxmx—aojcoymx+alj cosx [bix = azj' cosd] casdx+.. +bj cod siidx

=0 = =0
n

= _[f()m:osxmx m, = al——jf x) Ccosc[eix

-

%‘,—/

( restliche Koeffizienten ana)c
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3.3 Fourierreihen

Def. 3.2 i ) . . . . .
Die Funktion f (x) heiRt periodisch mit der Periodefalls f (x+1)= f(x) fir allex

Bspl:

Bsp2: y=sinx Periode2rr
y = COSX Periode2r
y =cosX Periodez?ﬂ

Bsp3: trigonometrisches Polynom

Def. 3.3 i i i i ]
Die Funktion f (x) heif3t monoton, falls 2 Eigenschaften erfllt sind
entweder:x, >x = f(x,)2 f(x)
oder: %, >x = f(x,)sf(x) fir allex,, x,

Bsp:

Def. 3.4

Die Funktion f (x) heil3t im Intervalla< x<b ,stiickweise monoton stetig®, falls das Intervédhsin

endlich viele Teilintervalle zerlegen lasst, sosdai x) in jedem Teilintervall monoton und stetig ist

- : : b.
Bsp2: y=sinx

Bsp3: y= sinE
X

Satz 3.2
Die Funktion f (x) sei periodisch mit der Periode 2 gtittkweise monoton stetigaih gilt:

f (x) :%+i;(aj [Gosjx+b, Csinjx)  ( Fourierreine  mit

f(

== J'”
J. E:os jx[dlx
b == J' x)Binjxfx  (Fourierkoefizienten)

Die Relhe nimmt an den Sprungstellen das arithicledidlittel der beiden Grenzwerte an.

Bew: Satz 3.1: n - o
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Bspl:

‘ 1w 4 6

Bsp2: y=x fur —m< x < 1 mit periodischer Fortsetzui

0

f(x)= %+Z(a1 [¢osjx +bj [sinjx)

=1

m 3| 31

17, 1 x " 1 1 2,
aO:z_T;[,X mx=—[x—} ”=—(n3—(—n3)):512;73=_ﬂ

m

a :1J. X2 E:oijmxzi[[x mJ } ZJ mJX ]: ——2_[ k Usinjx Leix
me. )z,

Tj J

RO

=] -] ﬂxmsz_zl(nm o) o

) ) A Ji; (i gerade
=-——[-mleosjm-mlcogn] =— O2cofmr=— 0 cogr= 4
) J J -— (j ungerad}
J
17,
b, :—J.x ($in jx[dx =0
T
= Fourierreihe: y=i—i2 cos:+i c.von—i2 COSZ+— COSH-...
3 I Z 3 4
Ve [ cosx cosX cosB cox4 }
=—+4| - + - ...
i 2 g g

Bsp3: Intervallspannung

mit periodischer Fortsetzung

= 0-(-m)]=1

1 :
=—| -cos0-| - co$—j7
7] |: ( cosx§ coﬁx))J:|

y:
—i T Zmr 3w 1 (7T<X_ )
y :%+Z(a1 [Cosjx +bj Csinjx)
j=1
17 17 17 1¢ 1 10
== =_ — [dx =— | 1[adl 0=— =
% ﬂ:[,y IT‘[, IT'[y X J o [X]‘”
17 sinjx 1- . g\
aj—;:[TyEIOSJXEjX——IIDCOSXEiX ﬂ[ J L, 71[ sin® sifrjm)]= 0
n _ . 0
b, =l.[ yBinjxl]ix=£.[ 1[Sinjxmx=l{(L,ij)
ﬂfn ]T*ﬂ T J
0 (j geradg
=—_1-1 i =
7Tj[ *+ cos7] (i ungeradg
T | Z[Sinx sinX  sin%  sin¥
= Fourierreihe: y==-— + + +
2 m 1 3 5

|
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Satz 3.3

Die Funktion f (x) sei periodisch mit der Periode 2 gtittkweise monoton stetigaih gilt:

f (x) :%+Zn;(aj [Gosjx+b, Dsinjx) ( Fourierreie  mit
<

o
+
N
3

1
8= J' f (x)dx
1a+a2ﬂ
a=— I f (x) [eosjx Lol
a+2m
b; :]—1_[ I f (x)Binjxx  (Fourerkoeffizienter)

a=-m = Satz3..
Bew: alle Funktioner2sr— periodisct

! 2

Formelsammlungen (oft)

1277
ao_z_r-([ f (x) Ceix

1% :
== | f ¢ [dl
a ;1-[ (x) [Eosjxtix

0

]

(x) in jx Ceix

u=

= Fourierreihe: u= H—Z—?Dsirjt =m- %
=N

1%F 1% 1
bj =—IuE$|thmt=—thS|njtmt=—
my T T

%+ Zm:(aj [Cosjt +Db, Dsinjt)

=1

2 27 2727
:ljumtzijtmt:_l t_ :_1]72@,:2]7'
s Ty 2, 2t

T
2 2 L2 o .. T2
J.=7—1Tjuﬁcosjtm:|t=7—1Tthcom:|t=7—1T {tms'?”} - [ S'J_”Jt el :711[%3“}
0 0 (0] 0 0
1 . 1
=n_j2[COSj [27- cos= an( 3B

J

0 0 J

| I 1o J
sint sin2 sind
+ + +...
1 2 3 }

H 2 . .oT2m
=1K—ZJTEICOS_;QTJJ—O+—,1J. cosjt mt} == ——_2T+—{ s!nt} = ——,2
m j iy m
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Satz 3.4 i _ i . i i N i i i
Die Funktion f (x) sei periodisch mit der Periode  stittkweise monoton stetig, ragilt:

f (x) :%+Zn;(aj [¢os( jwx) +b, Dsir(ij)) ( Fourierreine  mit
<

- f (x)Bin(jwx)x  (Fourierkodizienten)

Bew: Seif(z)=%i(aj [cogz+b, Dsirjz) ( 72— periodisgl
e

z=ZT7TX = f($j= f(x)=%+i(aj E:os(j B?D(}bj Dsir(j EI?TD(D (2?]-[:&)]

=

f (x) =T - periodisct

Intergrale durch die Subtitution=2?”x Uberfuhrbar

............................................... X (OSXS%)
Bsp5: ............................................. ......................... y:
: (1-x) (Esxslj

S 1 2
y:%+w(aj [eos( jwx) +b, [Bir(ij)) T=1= a):z?n: pig

j=1

1 [0,5 1
ao=£)_[ymx=2 J'xmx+'[xmx}=291i=£

Ty L o 0,5 4 2

a)l 0,5 1 0 (J geradé
a =— | yleos jwx)[tx = x[Ocogj Zrx)dx+ tx)0cdg 72)dx|= 2 )

et~ [rcsos e [ (000 20012

b, :%J{yﬁtin(ja)x)mx:Zﬁsxﬂsin(j er)dx+Jl.(1—x)[lsir(j sz)dx}: 0
1 1

Fourierreihe: y==-
= Y=3 nz[

cos( 1D27x)+ co$ B]Ex)+ cds [572<)+ }
1 K3 5

3.4 Gerade und ungerade Funktionen

Def. 3.5 . . . :
(1)  f(x) ist eine gerade Funktion, werfn(x) = f (-x) ist
(2)  f(x) ist eine ungerade Funktion, werfr{x) = - f (-x) ist
Beispiele
(1) gerade (2)  ungerade (3)cosx = gerade; sikR= ungera

2

(4) gerade

Seite 95



VI ANWENDUNGEN DER DIFF- UND INTEGRALRECH. ANALYSIS ingemeurinrormatic
3 Fourierreihen fh — bingen

Satz 3.5

Die Funktion f (x) sei gerade iﬁ% <x< T , Periobaind stiickweise monoton stetig, dann:

f(x):%fzn;aj [eos( jwx) (wzz?ﬂj mit
=

Bew: f(x)gerade = f(x)=f(-x) = f[x+£j:f(— —Ij = f[_ et

x:>x+1 2 ) periodisch 2

+Tj f
(35 = st - [\ YN
RVEVLVE

-

.
= b =2[1(x)sin(jex)dx = Flaches 0 = bj:<
0

=0

Satz 3.6

Die Funktion f (x) sei ungerade iﬁ% <x<t

f(x)= Zn:bj 8in( jowx) (wzz?ﬂj mit

, Periddeind stlickweise monoton stetig, danlt

N

j=1

T

b; —7—Tj.f( X) B8in( joox) { x) Gsin( jewx) Ll

0

Bew: analog zu Beweis von Satz 3.5

Bsp:

L yz{l (-1=x<0)

-1 (0sxs1) (mit periodischer Fortsetzui

ungerade = f(X):Zn:bjDSi(‘lja)x) w_27T_ 2 _
j=1

N

w
T

fetind

T

f (x)Bin( jwx) ij:%-[j:(—]) [sin( joox) [ix = - %1_ sir{ jx) [l

0

b =

]

O o | =

) ) 0 (j geradg
—[-cosjm~(~ cosP|=——[~ copr+ |E] 4
i jrr -— (j ungeradg

S 4| sindrx | sin37x . sin 57
= Fourierreihe: = y=-— 1 + 3 + 5 +..
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4 Die Regeln von de I'Hospital
Bsp: Iim3—3:? Iimw

X0 Y x-0 X
Satz 4.1

Die Regel von de I'Hospital
Vorraussetzung:¢(x) und¢(x) differenzierbe

@(x) undg'(x) beide ungleich Nt
#(x) -~ Oundy(x) - 0 firx - a

Behauptung:  lim ¢(X) =lim ¢,(X)
x_.aw(x) xaa(// (X)
Bew: (verkiirzt) Setzgf(a) =¢(a)=0
Iim¢(x):lim #(x)-¢(a) = lim ¢,({)(x—a) =li ¢,(X) Mittelwertsatz:¢
(0 ()~ () e (n) (a) ()
Anmerkung: a=z+0 zugelassen
Beispiele:
@ lim = gim 2% -
x-0 X x-0 1
1 —_—
N TN .
2 lim =lim =lim =0
(2) x-2 [x—2 X2 1 X2 2\/;
24x-2
X xh3 X 2 3
@ fim =tim & =fim 3008y 2 (N3 3N _
Xoo X7 X X x-e 33X xoo  BX xoe 6
@) limE = =jim &=
x-0 ginxX  x~0 COSX

lim =lim

(5) (m -n|

n-oo n- o

Anmerkung:
Die Regel von de I'Hopital gilt auch fiig(x) — e« und¢/(x) - o
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5 Die Integration rationaler Funktionen

(Partialbruchzerlegung)
ax"+a X"+, +a,
b X +b X" +...+b,

gesucht: I¢(x) dx

Rationale Funktionen: ¢(x) =

5.1 Integration von Grundfunktionen

Satz 5.1

Bew: Fall1lm#1:

dx o (x-a)™"
Al — = A[z"z=AS—=A
(x-a)" e 1-m " 1-m
FaII2m—1'
Aj = ——AIZIh|z|=ADn|x a|
X—agrd
Satz 5.2 dx 5
— 2 _
Iax2+bx+c—mairctanﬁ (b Aac< 9
| (b° - 4ac = 0)
ax“ +bx+c 2ax+b
2
J- . (00 _ 1 Dh|2f;’lX+b Vb - 4ac (b2—4ac>0)
a +bx+c \p’-dac  2ax+b++/b’ - 4a
(0)% dt
B _ = 2(———
e J-ax FDXHFCL L iz J-tz—(b2—4ac)
i dt _ . _ 2 a _ 2 du _2 2 . 2X+Db
Fallt thz—( 4ac)_2J.t2+sz_Sz"-(tj2+lu__‘s szgjlwz_samtam_\mac b? arth«'/zlac—b2
T g du:é
_ dt dt__2__ 2
Fa"2 2J.t2_( 4aC) J.tZ t 2ax+b
#(x)
—
(t+s)=(t-s)
dt dt dit 2 (t+s)’
Fall3: 2[ ———~ = 2 =2 = Celt
2 Itz—(b2—4ac)b2-4ac=sz jtz—s2 j(t—s)(t+s) zsI t-s
t+s
——
o()
2
=£IZIh|¢(x)|=£Dnt s 1 “In | 2ax+b-+/b° - 4c
2s 2 "es F Jb? - 4ac 2ax+b+\/b2—

Satz 5.2

ax® +bx+c 2a 2a) J ax +bx+c

[—2*B =L |ax2+bx+c|+(B—A—qu o

Bew:

AX+B _ A 2ax+b +(B—Abj 1 = durch Bruchrechne

ax* +bx+c 2a ax®*+bx+c 2a ) ax® +bx+c

J‘—;%HB ij:A[[h|ax2+bx+c|+(B—A—qu—2 o
ax“ +bx+c 2a 2a ax“ +bx+c
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VI
5 Die Integration rationaler Funktionen
A2
2x+1 Ax+B B=1
+ +
Bsp: jzx—mx=? jz—mxmit a=1
X-+4x-2 ax” +bx+c
b=4
_C:—2_
'[22)(—+1mx=ﬁﬂh|ax2+bx+c|+(B—A—bj.[2L=iln|x2+4b<—ZH(l—%j—z dx
X~ +4x-2 a 2a )’ ax“+bx+c 201 X*+4x-2
= N+ 4x— 2 |- 31 Oin :2’”4"@ ke
Satz 5.2 \/2_4 % + 4_,_\/74

b?-4ac=24
5.2 Integration rationaler Funktionen

5.2.1 Polynome (lll, Kapitel 2.5)
P (x)=ax" +a,_x""+. . .+ax+a,=a (x-a)(x-a,)0.0x-a,)(x-a,) 0. {x-a,)
=a,(x-a,)" lix-a,)" D..[@x—ap)k" = Faktorzerlegung
a, k, —fache Nullstelle
a, k,—fache Nullstell

Bsp: R (x)=x-7x*+12°- 5 =(x- )" (x- §'(x- Q°

5.2.2 Partialbruchzerlegung

P (x
”( ) = rationale Funktion n<m

gegeben: f (x) =

Q.(x)=a(x-a,)" {x-a,) O.fx-a,)"  a =reel

dann:  f(x)= P (%) AL A LA L A
Q(x) x-a, (x-a,) (x-a,) (x-a,)"
B B B L B
x-a, (x-a,)" (x-a,) (x-a)*
+o
C, C, C, C,
+ + + +...+

X~y (X_ap)z (X_ap)3

Berechnung der Konstantey, B, ,... durch:
rechte Seite auf gemeinsamen Hauptnenner brimge#oeffizienten vergleiche

—

A (x-1)x+ A By(x-1)

2 2
Bspl: f(x)= 3X +21 = X2+1 - AL A + B _ :
X =2x"+x  (x-1)°(x-0) x-1 (x-1° x-0 (x- 17 x
=1 =0 a
— ———t— A~
A -AX+AX+BX -B2x+B, X [A+B|+x[-A+A-2B]+Bi ! x*+1
x> = 2x% + X x* = 2x% +X X3 = 2x*+x
A+B =1 B,=1
-A+A-2B,=0| = A=0
B =1 A =2
x*+1 2 1
_ + 1
X

-2+ X (x—1)2
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-1_  x-1 _ A B _A(+)+B(x-1)_x[A+B]+A-B,3x-1

Bsp2: y= = = =
SPe Y= (x=1)(x+1) x-1 x+1 (x=3(x+ 13 X2 -1 x> -1
|:Al+81:3:| - A=1
A-B =1 B, =2
3X—1: 1 + 2
-1 x-1 x+1
3 2
Bsp3: y = x+13 _A,B , B _+ B, 3:A(x—1) +B,(x-1) DH;BZ(X—])DHng
x(x-1)" x x-1 (x-1)° (x-1J) x(x=1
_A(x3—3x2+3x—])+Bl(x2—2>(+])X+Bz(x2—x)+83x
- x(x-1)°
_X'[A+B]+X’[-3A-2B,+B,| +X[3A,+B,~B,*B]-A;' x+1
x(x-1)° x(x-12)°
A+B =0 A=-1
~3A-2B,+B,=0 B =1
3A+B,-B,+B,=1|  B,=-1
A=-1 B, =2
xX+1 1 1 1 2
= 3=t - zt 3
x(x-1) X x=1 (x-12)° (x-1)
- - - A(X* —4)+Bx(x+2)+Cx(x- 2
Bsp4: y= 2( 4 = x—4 = x—4 :é+ B C = (X ) X(X ) X(X )
X -ax x(x*-4) x(x-2)(x+2) x x-2 x+2 x(x- J(x+ 2
_X[A+B+C|+x[2B-2C|-4A! x-4
- x* —4x X3 —4x
A+B+C=0 A=1
2B-2C=1| = B=-0,2
-4A=-4 C=-0,7¢t

x-4 _1 0,25 0,7
XC=4x X x-2 x+2

Division zweier Polynome:

(1) ()

137:4 =34 +— —2x+1):{x-3)=x+1+
13 +4 (x x ) (x-3)=x

2 x—
ﬁ x°—3x
16 x+1
1 =3

4

2107
3) (x4+ Pl x2):(x+7)=x3—6x2+43x—301+ ) (x5—7x4+11x3—SXZ):(XZ—ZX-FI):XB—SXQ
75 z+7 -2t 5
-6+ —55" +10x" - 55°
—6x° — 4357 —55" +10x° - 54°
42:° 0
425% +301x
—301x
—301x-2107
2107
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5.2.3 Integration rationaler Funktionen

Problem : J'M fdx =7

Qu ()

P.,Q, sind Polynome mit Graa m
(1) Wennnzm = man dividier® (x) Q,(x) und erhat(x) Q,;q(x)=SK(x)+§(();))
(2)  Man fuhre fUrP”(X) bzw. R(X) eine Partialbruchzerlegung durch
Q) Qu(x)
(3) Man integriere alle Summanden
4 _ny3_ 2 _
Bspl: '[3x 2x2 X+ 2X 1mx=?
X5 =X
@) (gzj:gjj—x2+2x—1):(x2—x)3x2+x+j;__i
£-xt+20-1
XB—XE
2x-1
. 2X=1
(2)  Partialbruchzerlegung fu;(’zTX
2x-1_ -1 _A B =A(x—1)+Bx=x(A+B)—A!=2x—1
X -x x(x-1) x x-1 x(x-1) X2 =X x* =X
A+B=2 A=1
A=1 B=1
2X—1=_1+ 1
X*-x x x-1
4 _ny3_ 2 _ 2
(3) '[3X 2X2 X+ 2 1ij=.[[3x2+x+—1+—1}dx=x3+x—+ln|x|+|n|x—1|+c
X=X x x-1 2
4x+1
A [ — =7
Bsp2: IX3+4X2+4me :
(1) entfallt
@ Al A+l 4+l A, B , B 2=A(x+2)2+le(x2+2)+Bzx
XC +4x2 + 4x x(x2+4x+4) x(x+2)° X Xx+2 (x+2) x(x+2)
_A(X +4ax+4)+B, (X + 2)+B,x _*[A+B]+x[4A+2B,+B,|+ 4A 1 4x+1
x(x+2)* x(x+2)* x(x+2)*
A+B =0 A=0,25
4A+2B +B,=4| = B,=-0,2¢
4A=1 B,=3,5

4x+1 _ 0,25_ 0,25+ 3,5
XCHAC+AX X X+2 (x+2)2

4x+1 dx dx dx 1
3 ———  [dx=0,25—-0,2 + 3, = 0,28 In 0,25 Iix 2| F5—+c
3) J.x3+4x2+4x Sj X qFx+2 §(x+2)2 1 k2l X+2
—_——
J.z’zdz
X2 +4x+ 2
Bsp3: | ————[Mix="?
P -[ X3 —4x

@ (x3+4x+2):(x3—4x)=1+ 83x+2

S dx 5 —dx

8x+2
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8x+2 _ 8&+2 &+ 2 A B . C _A(x-2)(x+2)+B(x+2)x+C(x-2x
(2) 3 = 2 = =—+ + =
X3 —4x x(x —4) x(x=2)(x+2) x x-2 x+2 x(x= J(x+ 2
_A(X'-4)+B(x*+2x) +C(x* - 2x) x*[A+B+C]+X[2B-2C]-4A " gx+2
- x(x=2)(x+2) x(x=2)(x+ 2 X -4x
A+B+C=0 A=-05
2B-2C=8| = B=%
~4A=2
c=-1
4
9 7
_4x+l 05 4 4
X +4x7 + 4x X X-2 X+2
9 7
. 2 !
®) j%’”zmx:j 1-05, 4 i dx = x—— In|x|+ In|x 2 In|x+ 2¥c
X* —4x X X-2 x+2
Bsp4: J' d)i =7
1 1 A B _A(x+1)+B(x-1) x[A+B]+[A-B]!
= = + = = =
X -1 (x-1)(x+1) x-1 x+1  (x=-3I(x+1 X2 -1 x*-1
{A+B=O} A=0,5
=
A-B=1 B=-0,5
1 _05_05
-1 x-1 x+1
5.2.4 Partialbruchzerlegung bei komplexen Nullstell
1. Ruckblick
P,(x) habe Nullstele=a+hj =
P,(x) hat NullstelleZ = a-bj
= Faktorzerlegung
P.(x)=a,(x-a,)" lix-a,)? 0..0x-2)[{x-2)  (z einfache Nullstellp
es gilt: (x—2z) [{x-Z) =[ x-(a+bj) | fix-(a-bj) | =[x-a-bj](fx-a+bj]
=[x’ ~ax+bxj ~ax+a —abj—bjx+abj—b2j2]=x2—g§x+(a +b?) = x?+ px+q
R
= Faktorzerlegung
P.(x)=a,(x-a,)" lix-a,)* D..[@x2+ px+q)
z,Z
2. Partialbruchzerlegung
P(X)=x"+a, X" +a X"+  +ax+a,=(x-a,)" lx-a,)* D..[@x2+px+q)
mit a;: reel;x* + px+q hat Nullstelle Z ( komplg
= Partialbruchzerlegung fiyr= @n (X)
R.(x)
f(x):P”(X): A, A S+t A, —+ B , B s+t Eﬁ<2k+ ......... +—2RX+S
Q. (%) x-a (x-a,) (x=a,)" x-a, (x-a,) (x-a) X"+ px+q
Berechnung der Koeffizienten durch Koeffizientemgleich
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Bepl: y=_ X2 3¢-2
T+ 2+ (x+1)(3 + x+1)
X +x+1=0 = x=-+ §Ej
2 4
A Rx+S _ AP Hx+1)+(RerS)(x+1)  AC + Ax+ A+ RC +Rx+ SK+S
Ansatz: y= +— = = 3 5
Xx+1 X2 +x+1 (x+1)(x2+x+1) X +2x2 + 2x+1
_X’[A+R]+x[A+R+S|+[A+S]1  3¢-2
- X2+ 2x% + 2x+ 1 X+ 2+ X+ 1
A+R=3 S=-3
A+R+S=0| = A=1
A+S=-2 R=2
3 -2 1 -3
= +

XCH2x2+2x+1 x+1 x®+x+1

Qu(x)
P, ()

P, hat 2 einfache komplexe Nullstellerz

3. Integration vony =

(1) Wennnzm = man dividier®,(x) Q,(x) underh@i(x) Q;(x)=U, (x)+=

(2)  Man fihre fUrP”(X) bzw. Vi(x) eine Partialbruchzerlegung durch
Qu(x) ~ Qu(x)

(3) Man integriere alle Summanden

dx
Bsp2: =?
sp Ix“—l
(1) entfallt
1 1 ~ 1 A B  Rx+S
@) 4_1" (2 2 - 2 - + t—3
x-1 (-1)(x*+1) (x=Y(x+P(x*+] x-1 x+1 x*+1

—
]

A(x+1)(x* +12)+B(x=1)(x* + I+ (Rx+ S) (x= J (x+ 3
(x=1)(x+2)(x* +1)

A(X+x? +x+1)+B(X* - x* +x-1)+ (Rx’~ Rx+ S~ S)

x* -1
_X[A+B+R|+x°’[A-B+S|+Xx[A+B-R]+(A-B-S)' 1
- x* -1 X -1

A+B+R=0 A=0,25
A-B+S=0 B=-0,25
=
A+B-R=0 R=0
A-B-S=1 S$=-0,5

1 _0,25 0,25 05
x*-1 x-1 x+1 x*+1

3) J‘ dx _1|:J‘ dx J‘ dx }_}Ii:—i{ln|x—ll—ln [x+ ]_]—_:;arctaw-;.c

-1 4l x=1 Ix+1] 21+
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VIl DIFFERENTIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN
IN MEHREREN VARIABLEN

1 Funktionen in zwei Variablen
1.1 Grundlagen

bisher:y=f(x)  x -y (Zuordnung
jetzt: z=1f(xy) (xy)-z (Zuordnung

Bsp: z=x+y? (1) - 2
(2) -5

Def. 1.1
© SeiE={(y x) XOR;yOR} (Ebenp DOE

Jedem Punk(x y) 0D werde eindeutig eine eeghhlz zugeordne
dann heif3t die Zuordnung eine Funktion oy

symbolisch: z=f(x y) odez=f(x y)...

D = Definitionsbereich der Funktion

X, Y = unabhangige Variablen (Argument)

Die Menge allez— Werte: Wertebereich

Beispiele:
(1) w=x072 Zuordnung: (1,1) - 1

Definitionsbereich: D ={(x,y) x> 0; yOR}
Wertebereich: {wlwOR; w=0

(2) z=y—arctanx
arcsink=u < X=SIXK < - KX< .

D :{(x, y)lyOR; -1<xs< ]} |

() u=g(xy)=x*+y*-3 D ={(xy)Ix,yOR} = Ebene
(4)  w=,y-x muBgelteny-x> 0= y=>x D ={(xy) x>y}

(5)

(xy) -z
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1.2 Koordinatensysteme

1.2.1 Kartesische Koordinaten

(xy) -z
‘\Rechtssystem
Bspl: z=3x+y
X ylz z
0 0|0
1 0|3 b
0 1|1 = Ebene
2 0|6
0 2|2 pe
1 1|4
Bsp2: z=1 = Ebene parallel zw y,— Ebene mit Abstar
Bsp3: z=f(xy)

Bsp4: z=,/16-x* -y’

(1) Punkte(x y ,0= Schnitt der Flache mit y -
z=0 = 0=.16-X-y* = x*+y’=¢#4
(2)  Punkte( Oy z) = Schnitt der Flache yit z-
x=0 = z=\16-y° = 7*=16-y’ =
(3)  Punkte(x ,0z)= Schnitt der Flache mit z—
y=0 = z=416-¥ = 7*=16-x* =

(Kugel)

Satz 1.1

Eine Flache ilk—y—-z- Koordinatensystem stetitAllgemeinen eine Funktion= f (x y,) (oF

1.2.2 Kugelkoordinaten (Raumliche Polarkoordinaten)

Darstellung eines Punktes im Raum:

o (1) r =Abstand zum Nullpunk
(2) 6 =Winkel der Streck©P mit der Achse

P -
3 = Winkel zwischen Achsb m®dP’
C ® ¢

Bspl: Erdoberflache
r = konstant

@ = Breitenkreise
¢ = Langengradt

X =T COSgp
y=rsing
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Umrechnung von Kugelkoordinaten in kartesische dowmten

(1) cos¢9=E = z=r[kco¥
r

@ sing=Y = u=rming

3!
£
I

Cl< c|x ~

= Xx=ulko® =r UOsid ] cop

®3)

2.
>
S
I

= y=ulsing =r sind Usirg

= Umrechnungsformel
x =r [$inf[tosp
y =r1 [$in@[&ing
z=r [tosd

Bsp2: z=,16-x"-y?
rm:osez\/l&rzﬂsiﬁemco%—rzmsi?ﬂD sy = r?0 cé8= 16 °0 ﬁ(] Cos+ %)
= r’[eosH+r’sird= 16 = rz( co&d + siﬁ9)= 4r= 4

XX y? 7° .
Bsp3: —+—+—=1 Ellipsoid
P 4 4 16 ( P )

1, .5 1, . . 1, 1, . 1
Zr?Bin*@tos g +=r?Osiff0siAg+—r?Oco¥= 1= -—r 0 siff( cdg+ sip)+—r T cs=
4 7% AT 2 (oo AT

= 4r?&inf@+r?cosld= 16 = r2( 4 sifg + co?:ﬁ)= 16= r= /L
4[$in* @+ cod

1.2.3 Zylinderkoordinaten

(x,y) - Ebene in Polarkoordinate
z-Koordinate bleibt

Umrechnung
X =r [Cosp
y =r[3ing
z=2

Bspl: z=f(xy)=xX"+y’-2x=r*coS¢ +r’ sifp- 2 co¢:r2( coP + sﬁzb)— r2 apsr- r2 ¢
Bsp2: r =z
1z
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1.3 Stetigkeit

(1)  z=f(xy)=Funktion

(X _(a
(2) Selu—[yj v-(b

=
1
<
T
<
—
X
|
QD
N—
N
+
—~
<
|
O
N—
N
1
>
O
(2]
48
QD
>
(]

Def. 1.2
(1) f(xy) heiRtim Punk(ah) stetig, falls ﬁﬁr:@] ,w:(aj g
f(d) - f(w) falls [G-W |- C
X

(2)  f(xy) heiBt stetig, fallsf (x y) fur alle Punkiies Definitionsbereichs stetig i

Bspl:

Bsp2: Eine Landschaft ohne Spriinge ist stetig
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2 Differentialrechnung fur Funktionen in zwei Variabeln

2.1 Partielle Ableitung

Def. 2.1 i
gegeben: Funktiorf (X, y)
Q) Die Ableitung vonf (x y) nack wobgi als Kstante betrachtet wir
heiRt partielle Ableitung voh(x y) nash
of (x,y)
Symbol: f (Xxy)=—"—"=
(2) Die Ableitung vonf (x y) naclg wobgi als Kstante betrachtet wir
heiRt partielle Ableitung voh(x y) nagh
of (x,y)
Symbol: f (X,y)=——+
3) f (x, y) hei3t differenzierbar, falls beide Aditungen existiere
Beispiele:
1) f(xy)=xX+y’-2y = f(xy)=3-2 f(xy)= - X
(2) :E = a_lzi a_I:—Uszz—i2
R oU R O0R R

3)  s(uv)=vBinu-v’ = g =vikosl s = siu- 2

@ f(xy) =§ y ~— CO%

-yGosx-x*° = fX:£+stinx—2< f ==X
y y

Satz 2.1

(x+hy)-f(xy)
h

f
Sei f (x.y) differenzierbar = L lira
ox h-o

f (x+h)-f(x)

Bew: IV, Def 1.2: f (x) =li
0 h

h

1

= Satz2..

Nl

Bsp: z=«/x+siny=(x+siny)% = %=%(x+ siny)_% %=%(x+ siry) 2 Ocoy

ay

Die Ableitungen als Steigungen
Funktion u(x y)

u(x+hy)-u(xy) _u(x+hy)-u(xy) _ u(x.y)-u(x.y) _su

*heo h h e X, = X, Ax
o =li u(x, y+h)-u(xy) :u(x,y+h)—u(x,y) _ u(x,y,)=u(x,y,) _Au
b h h A By
u, = Au = Steigung inx— Richtuny
JAVY
Au ) _ _
u, =—— =Steigung iny - Richtun
Ay

Q) % ist die Steigung vono  ir— Richtung( Tangettes Steigungswinke}l
X

(2) % ist die Steigung von in-— Richtung( Tangestes Steigungswinkél
y
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Def. 2.2 Hoéhere Ableitungen
u=u(xy) = (u,) =uxx=g
X 0X
(1), =u, =22
y oy
d%u
(UX)V “e T ox [y
(Uy) :ny - d%u
X ay [dx
(1), =u. =24
XX Jx XXX aX3
(W), = Ugy
usw
Bspl: u(x,y)=x*-x&iny Bsp2: z=x+Yy?
u, =2x-siny z, =1
u, = -xLeosy z,=2y
u, =2 z,=0
u, = XxI[8iny z,=0
u, =—cosy
u, =—Ccosy
Uy =0
Satz 2.3

Satz von Schwarz (1873)
Seiu(x,y) zweimal differenzierbar=u,, =u

yX

¥ AusschnittevergréBerung

48 u,-u u,-u
T mmag sl
e Wl =T
NEETE
h X
u,-u; u,-u,
Xxyzux(3)_ux(1): h h  _U U —U,+u,
h h h?
U, —U, U~y
u :Uy(Z)—Uy(l): h h _U~U,~U;+u,
» h h h?

Bsp: u=x"+yx+3

— — 2
u, =2x+y’ u, =3y
_ 2 —
u, =3y°x u, =3y’
Satz 2.4

Satz von Schwarz
Es seiu(x y) beliebig oft differenzierbariedBildung der héheren Ableitung

von der Reihenfolge der vorzunehmenden Differeioti@n unabhéngig.

d.h. Ugy = Uy, =Uy #U
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Bew: (1) u, =u, (Kklar)
@) Uy =), = (U), = Uy =(uy), = (U, = U
usw

Bsp: u=e&>"’ -x’y=e*[& -x%

u, =2e”e’ - 2xy

u, =e*e’ - x?

u, = 2e™e’ - 2x

u, =2e”e’ - 2x

u,, = 2e”e’

u,, =2e”e’

U, = 4e™e’

Uy, = 4e™e’

usw.

2.2 Die Richtungsableitung

i (x,y) = Flache 4 Au

A

u, = J Au=u, [Ax
AX
Au

uyzA—y = Aju=u Dy

= Au=Au, +Au, =u, [AX+u, [Ay

Au _ A y _ : _du du _(cosa(u,
— =Uu, +u =cosall, +simlh, =— = —=| |
Ar Ar 7 A boodr dr \sina ) u,

[7I=1

::ZJ ( ;jzgfad(U) = %=FEgrac(u)
Def. 2.3 Gradient
u(x,y) differenzierbar = gra@):(zx]
y
Satz 2.5

Richtungsableitung
Seiu(x.y) differenzierbar und eine beliebiBichtung unR?> mitf =| 1, danni

% =7 [grad(u) die Ableitung Steigur)g in Richturig
r
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1
Bspl: Gegeben sei die Funktidr(x, y) =3x’y - 2xy + 1. Wie groR ist die Ableitung vofi = (ZJ im Punkt( 1,). und

wie grof3 ist der Steigungswinkel?

(U} _(Bxy=2y) (4
grad(u) = [uy] - (3x2 - 2x](1_1)( 1}

du 1(1)4 1

— =1, [gradlu) =— =—[b= 2,68

2=t =)+

Steigungswinkel: taa=£= 2,68 a= 68,
IfO

Bsp2: Die Ebene/(x, y) =3x-6yx schneidet dir—y- Ebene. Gesucht istRtgmnittwinkel
(1)  Schnittkurve (Gerade)

z=0=3-6y = y=%x
(2)  VektorO Schnittkurve

o) e

(3) Richtungsableitung in Vektorrichtung

;—d::=“0@rad(v)=%(_21J[XXJ=%(_21J( 3J=_Tlsz—6,71 =~ taw=-671= a=- 815

y
Bsp3: u(x,y)=u=—=(x+Yy) gesucht: Schnittwinkel mix -y - Ebene

o 1 (D)(u)_ 1
R N

= tan=1 = a=148

2 i 2
2

2.3 Das totale Differential
z=u(x,y)

Au=Au+Au

u =—2— = Au=u,lAX

u =—— = Au=u lhdy

= Au=u [Ax+u Ay = du=udx+u.dy

ingenieurinformatik

Def. 2.4
du =u,dx+u,dy (dx,dy kleine Zahlel)u heil3t "vollstandiges"ard'totales Differential” und gibt

naherungsweise die Zunahme der Funktipx y) ,  an beidaing von(x y) nacfx+dx y,+dy)
(Hohendiffereny
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Bspl: Zylinder: r =2,3&m h=5,£m
Die Werte des Zylinders werden mit einem Mesgfetibn 0,0kcm gemessen. Wie wirken sich die Messfehler auf
die Volumenberechnung aus?
V =r?0rth
dV =V.dr +V, [gh = 2r zh [dir + r?/700h = 2[2,313,1415, 410,04 23] 3,14 0,81 0¢hB

(Fehlerrechnung)
Bsp2: Elektrisch leitender Draht

gemessen: 300Q Widestand | Messfehler @
220/ Spannung | Messfehler @,

Stromstarke= | =UE d =

=9 qu+ 9L dR_—mu ——mR——m 5--220 1= 0,002
au " TaR 300 3007

2.4 Implizite Funktion

Bspl: z=1-x*-y? = Kugel ( Halbkuge)

gesucht: Schnittkurve mit-y —Ebene

= z=0 = 0={1-X*-y* = x*+y’=1
Bsp2: f(xy)=3x-y

Schnittkurve:f =0=3x-y = y=3X

Darstellung einer Kurve inx -y — Koordinatensyster
(1) explizitt y=f(x) [Bspry=
(2)  implizitt F=(xy)=0 [Bspy- %= 0

Schnittkurve

Bsp3: 3x’y—6xy’ +y’x*-3yx*= 0

Satz 2.6 . ..
F(xy)=0  Kurve (implizit)

= y'=—i (Fy¢o)

Bew: oF =Fdk+Fdy = = Fdy=-Fdx = ;ﬂ:—%:y'
= X

F=0

Bspl: F(xy)=x*+y*-1=0 (Kreig
y’: i:—g_—ﬁz X
I:y 2y y 1_X2
X2 y2
Bsp2: F XY _1-0
sp2: F(xy)=—5+1
2X
, F

Bsp3: y=f(x) = y=f'(x)

F(xy)=y-f(x)=0 = y=-2=-
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2.5 Extremwertaufgaben

Bsp: Landschaftim Raum: Bergspitze ist Maxima; isaMinima
Maximum vonu(x, y) = "Bergspitze'

Minimum vonu(x,y) ="Tal"

Maximum
(1) u =0; u =0

y

- fu, u
(2) Die Eigenwerted der Matn%u xy]<

X

Minimum
(1) u =0; u, =0

y

N fu, u
(2) Die Eigenwerted der Matn%u xy]>

X

Bspl: u(xy)=x"+y?

u =2x=0 Uy Uy 2 0
= Xx=y=0 = =
u, =2y=0 U, U, 0 2

‘2;/] 2?/}‘:0:(2—/1)2 = 1=2>0 = min
Bsp2: u(x,y)=x*-xy+y*+12x-9+1  gesucht: Extren
-12 - 2 -1
u,=2x-y+12=0 = 2x—y=—1? :‘ 9 2]‘=—24+9:_5 :‘—1 QT:18— 12_,
U =-X+2y-9=0 = -X+2y=9[ crauR ‘2 —J‘ 3 3 3
-1 2

Beix=-5;y=2: Extrenum?

uxx u 2 - 2-A -1 3

Y= = =(2—)|)2—1:0 = A-MN+3=0 = A= 2J4 F
ny uyy -1 2 Eigenwerte -1 2-A 1
A=3|4,=1 = A >0 = min In(-52 existiert ein Minimum
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3 Funktionen in n Variablen
3.1 Definitionen und Beispiele

bisher:  z=f (x,y) = Flache

jetzt: 2= 1 (X, %, Xg000.X,)

(x,y) = Punkt imR?
(x,y,z) = Punkt imR®

Bezeichnung:

( zweidimensionaler Rayi
( dreidimensionaler Rai

(%%, X3, %, ) = PunktimR"  (n- dimensionaler Ray
Def. 3.1
Es seiD eine Menge- dimensionale Pur(kte ..R”) J&derkt (% X, X, ,..X,) werde
eindeutig eine reelle Zakl zugeordnet, d,hx, .,.x, - zOR  nrDaeil3z eine Funktion voqQ ..,X..
Symbol: z= f (X% X, X,,...X,) oderg = f (X X, X; ,..X,)
D = Definitionsbereich
X, X,, X3,...X, = Argumente( unabhangige Variaple
z = abhangige Variable
Die Menge allez— Werte bilden den Wertebereich
Beispiele:
1) Z= X7+ %" X+ X,
(20  w=(x-y)sinz-7
(3) r=uv-u?
@ p=f(xyzt) (Druck

3.2 Partielle Ableitung

Def. 3.2
gegebenz= f (x X, X, .,.X,)
Die Ableitung vorf (X X, X; .. X,) nack, , wobei abederen Variablen als Konstan
betrachtet werden, heil3t partielle Ableitung nach
of (X, Xy, Xg5...
Symbol: (x ; %) oderf, (% X, %;...%,)
X» ]
]
(B) W= XXX+ XXXyt XX Xe
ow _ _ ow _ _
&_)% =W, @—xixeﬁxgx‘t—wxz usw.
(6) z=5-2As+t’-v
z,=2s-2 7, =-2s+3%° z,=-1
Satz 3.1 ) _ .
Sei f (% X, X, ,..X,) nachk; differrenzierbar
FAXL X, X H X ) = T (XX,
= o =lim (Xl i : X”) (Xl 2 X”) = Differenzenquotien
ox, -0 h

Bew: folgtaus IV, Def 1.2
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Def. 3.3

Seiz=f(x X, X,

Hohere Ableitungen
xn) nach allen Variablen beliebig differenzierba

= [f& L = fx;x« = ox %,

[fon ], = fon =

9°f

S
0x; 0%, 0X,,

Bsp: w=xX*+y?+2? :(x2+ y2+ 22)%

ow_1/, .
— ==X +y +2z°) 2[2x
ox 2( y )
PW_ _1i, . o o\ 2 2, 22\ s
v __E(X +y“+z ) 2E2xD<+(x +ty°+z ) 2
0°w Lo o, o\
=——(x"+y"+z°)2[2
0xoy 2( y ) yx
satz 3.2 Satz von Schwarz
Seiz=f (X X, X;,..X,) nach allen Variablen beliebig dffferenzierbar. Dann ist die Bildung
der gemischten Ableitungef;uszxmxj (X X, Xs...X,)  von @mihenfolge der vorzunehmenc
Differentiationen unabhéangig.
Bew: f , =f., (Satz23

fxmxnxp :[fxmxn]xp :|:f"nxm:|xp = fxﬂ"m"v :[f""]xmx :|:fx":|><><m —

Bsp: (x-y)Z=xz-yz

3.3 Der Gradient

Def. 3.4

f

X

X2

= grad(f)=

f(X,%,,Xs,...X,) differenzierbar

( Gradient vorf )

Bspl: u=x’-y*-2xy
u, 2X - 2zy
grad(u) =| u, [=| -2y~ 2
u, —2yX
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Bsp2: Hydromechanik

gegeben: Fliissigkeit mit dem Drupkx y 7), F = grad (p) P
— =g -
F =Kraft auf tm® Flussigkei{ z.B. Auftrih ’ i Ey
1 Q_ 1 Q i
= =L = = elektrostatisches Potent
ArE, 1 ATE, X +yP + 22
q)X
= E(X’y'z):E:gradCD)Z CDy
()

z

® =i[ ! < ] A 0 (ry +Z)%

Y OX| ATE, [P +y? 472 | 4ATE, OX

=&{"%(x2+yz+zz)_z DZX} QL X = QKX

A7z, 4, /Xz+yz+'zz3 4,
__ Qb
Yo Amyr®
o, =-2Z
A7, r
Q [} Q
= E = EfEF— X +y*+2°=—1
47zzr3 Z EF nzor Y 4,1 ?

3.4 Das totale Differential

u(x,y) = du=udx+u,dy (totales Differential Def.2)}

Def. 3.5 _ _
f (X,%,,Xs,...X,) differenzierbar
= df = :—fmx (dxj kleine Zahlel) heif3t totales Differential
j=1 0X

]

[df = Af =Zunahme vorf = f (x, +dx %, +dx, .,.x, +dx )= f (X, X, ...X,) ]

Bspl: Behalter mit Flussigkeit
p(x,y,z) = Druck

Ap=dp = p,dx+ p,dy+ p,dz

(x+ak,y +a)',z+a‘z)

Bsp2: Ein Geschoss werde mit dem Winkekzur Horizontalen abgeschossen.
2

Winurtwei =Y singp (v, = Anfangsgeschwindigkgit (  Luftreibungrmechlassigf

29
Werte: g=9,8L0 Fehlex 0,0
S
p=30sr=2:?
6 180
v, =501+ 2"
S S
AW = W =
w_— n2p =229 rin? = 110,38
29,81 3
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ow ow ow v, vy,
Fehler: dW=——dg+—adv, +— d¢={ ]dg +(— sin zﬁ]dv +(— cosﬁj )
o9 0V, 0¢ 29 g e
== 5% 70,0022 msi 0229 coZ 57 = 10,996
409,8F 3 9,81 3 981 3 180
=(110,35¢ 10,99pm
3.5 Richtungsableitung
Wiederholung:
u(x,y) = u, =Steigungink- Richtung
u, = Steigung iny - Richtung
u, = Steigung ine— Richtung
0_ =T [grad(u) = Steigung in— Richtur
jetzt: f(xl,xz,...xn)
totales Differential: df = f, dx + f,_dx, +... f, dx,
= dr=\JdxZ+dx2+...dx?  (dr =Abstand der Punkje
&
f dr
X
dx,
df _ o dx, . dx dx, | fo |[=21]_.
—=f — +...f —=| 7 =r[grad( f)=—
dr der “dr o odr : d:r grad )
) o,
dr
Folgerung:
Satz 3.2 _
gegebenf (x X, X, .,.x,) FOR" mitf| =] 1
_ . Richtung ¢
= Die Ableitung vonf (X X, X, ...X,) inRichtung i L= O grédl)
r
Anmerkung:

gegeben: u(x, X,,...X,)
grad(u) zeigt als Vektor stets in die Richtung deskstén Anstiegs von(x, X, ...X,)
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3.6 Extremwertaufgaben

Maximum= Maximaler Wert vorf (X, X, X; ...X,)
Extrenum o o
Minimum = Minimaler Wert vonf (x, X, X .,.X,)
f (X, %,,Xs,...%,) habe Extrenum= o . O,i= 0... L
0x, 0X, 0x,
gegeben: f(X,%,,X;...X,)
fXP‘i jxixz o fxlxﬂ
fo. oo o T . ) )
A=| v e % | = Matrix der zweiten Ableitunge
fox T oo fex
dann gilt:
O _g H g 9y |
0%, 0X, 0X, Maximum
Alle Eigenwerte vorA sind negativ
o Lo Oy 9 N
0%, 0X, 0X, Minimum

Alle Eigenwerte vorA sind positjv

Bspl: Die Funktionp(x y z) =X’ +y*+z’~ X— 4+ 5 gebe den Druck eit@asses im Punk{x y, z) a
An welchen Stellen ist der Druck extremal?
p,=2x-2=0 x=1

p,=2y-4=0 = y=2 = in(120 Extrenum
p,=2z=0 z=0
P Py Pe 2 00
A=lp, Py, P,|=|0 2 O
Pn Py Py 0 0 2
2-4 0 0
det(A-AE)=| 0 221  0|=(2A=0= A= 2 0= Minimun
0 0 2-1

Bsp2: Eine Kiste, die® fassen soll und oben offen isll, s ausgelegt werden, dadsr Materialverbrauch minimal i
Flache: A=x[y+ Zz+ 3z= Min

Nebenbedingung:V =xyz= 1= Z:LB/
X
J B 1 1 2.2
k4 = A=xy+2XE—+2/3—=xI+-=+S=Min
xLy xLy Yy X
6A_y_2_
ax 0o Xy=2 X2y =2
Ox X = v = y = =2 = y=3¥2 = \3/_2—32=0 = x=J2
A_ 29 x0y* =2 X'yt =4 X
dy y?
x=126
y=126
z=—=0,63
X

) A, A, B 4Ax3 1 _ (21
M_['A\m A\/y\J_[ 1 4X—3](1,26_|1,26(1 2]

2-A

det(A—/lE)=‘ L

1

1
‘:o = (222)-=0= -4+ 3F 0= /112:{ = A,> & Mi
2-4 273 :

Seite 118



VIl MEHRFACHE INTEGRALE ANALYSIS
1 Zweifache Integrale

dominik erdmann

ingenieurinformatik

fh — bingen

VIII
1
11

MEHRFACHE INTEGRALE

Zweifache Integrale

Einfuhrung

Bspl: u(x,y)=3x* -4y

0

u(x,y)dx=_|1'(3x2—4y)dx={3§— 45/X}1 = 4=1(y)

u(x y)dx=F(y)

D — T O C—

Bsp2: s(x,y)=3x’-y

Def. 1.1

Bsp3:

Bsp4:

Bspb5:

Bsp6:

1
(3x* —y)dx:[szy—y—z} =ace-Loy (x)
2 2
0

x)dx=f(3x2 —ljdxz[xh}x}z =7

0 2 2 0

(3x2—y)dy]dx ﬁ(3x - )dymx=7
00

OtV O] Ot
—
—

VY
ot

bd
Ein zweifaches Integral ist gegeben dlufcjr f (x,y)dy [alx.

Dabei wird das innere Integral zuerst ausgerechnet.

3_2 y¥ }1dy=i[(——6y+2y] (
55 (559
iidym“i[y]idx:izdx:[zx];:z

variable Grenzen
seiu(x,y) = x3

X 2 Vx 1 2 2
!_TXU(Xy)dymx nymymx j{x—} dx=_[{x\/_—)2(—xﬁ<—de

oo 554

[Toovoc={{n] o] 57 <] (3 vy

| x,
X,

1
x —3xy+y dxm j[
0

QQ|H

o]

2,25

|\_)|H w

(-1,5+ 3dy
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1.2 Volumenberechnung in kartesischen Koordinaten

Problem: u(x,y)

Man teile auf dek—y— Ebene ein Geb&t ab
und projeziere vom Rand des Gebietswguf y) ,(  siehe)Abb.
Man erhalt einen zylinderférmigen Korp&as Volumen dieses Kdrpers ist gest

Das GebieG habe folgende Gesfalt Nogealef)

B

) w(x)<4(x)

AN
),

Volumenberechnung

Das Volumen vom Normalgebi€ ausgestienem K(‘jrpers( Ab)) betray
b #(x)

\Y =I J. u(x, y)dy Cdix
ay(x)

Bew:
p(x) V =AY (X, y,) + AX DY (X, y,) + AXDY WX, Y,) +... (Summe aller Saulgr

=Ax§:u(xl,yj)Ay+Ax§:u(x2,yj)Ay+...
] ]

(>
m : :;[Zu(xj,yj)Ay]Ax e ZUU( |

“ & i Zf X AxAx-. If(x)dx i
- T

Schnittpunkt( fur die Grenzgn : xZ=x* = x=

2 2 3 72X 2 3 6
_ 2 _ y _ 8x U X 4_1 .
V—J;X2xy mijX—}[[x?L dx-{(x— X—Jd £[—x 3 jdx
5 872
_|8x _1xX ) _82 12 .,
35 38| 35 3

_21 _2y3 _21 _1 2_2
I e I i b B
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Bsp3: Volumen eines Zylinders

u(x,y)=h

X+y?=r? = y=xJr’-x?

r2-x2

[t o, 7 - o e

2

—r2-x?

N

5=sin¢
r
dx=r cospdg

= r2h[¢ +%sin 24 = rzh[(g+ 12[Dj—(—7—;+_12[[ﬂ =r27th

Flachenberechnung i
Die von den Kurvery = f (x) ung=g(x) eingeschlossEtizhe ist 76

o A
A'[_[uxydymx x
b

2 60 “

= 2hrj,/1—swf¢mmcosm¢_ zrzf cosp [ilg = 3 %T( 4 cogldg

LT
2

Satz 1.2

Bew: Volumen mith=1
b f(x)
v =j j 10dy [dx = ACL= A

ag(x)

Bsp4: Welche Flache wird von den Kurvgrs xX°  upd  eifigeschlosser
Nullstellen:
X*=4 = x=%2

A= ”dymlx f[y] [ix = j4 x) dx-[4x—£I =[4[Q—%j—(—4l]2+%]:10,66

-2 %2

Bsp5: e
A= “ dymx:j[y]:: dx = Jl(ex —e*)dx=[e +e™ ] =(e+e?)-(1+1) = 1,08¢
! 0e™ 0 0
KN
Satz 1.3 v
[Tu(xy)dyrex= ” X, y) dx [dly
Egcnt nicht bei variablen Grenz¢n
b d
Bew: g V:IJU(X’y)dme
. ab
= z V=_U;u(x,y)dxmy

Variable Grenzen

Hlmymx .[[y] dx = jxmx——x

00

1

N =

O ey %

jlmxmy=.[[x]: dy=jdy=[y]; =X
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1.3 Volumenberechnung in Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten z

% Polarko ordm aten

Flache in zZylinderkoordinatenz = f r ¢

Volumenberechnung:
Normalgebiet (Grundflache)

=f(r.¢)

Saz 1.4 Volumen in Zylinderkoordinaten
Das durch die Funktion= &= f(r ¢) ri=g,(¢) r;=9,(¢)
eingeschlossene Volumdn siehe Abbildling betragt
#, 92(9)
V= [ f(r.¢)rrdg
[ Q1(¢)
Bew

Na=Ar D¢

Au=alt

AV =half (r.¢,)=Ar DT T (1,4,

Umrechnung:=r [¢osg
y=r[8$ing
z=2

sl szAVZiZZf(r"¢J)m‘ Bridg = [[f(r.g)rr g

Bspl: Kugelvolumen
e 42 = z=+R? -r? =Halbkugel RadiuR

1

2 0

V=

o’—.'ﬁ’

R
j\/RZ—rzmmrw =
0

I o
dz= 2(R2 2) [(JZr)r

S S
RZ-r?2
= rldr=-zdz

_2j R [dg = R3[¢]2"—

Normalgebiet:

2” [{~2[dlz) (@l = 2szzm¢ 2[{%}
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Bsp2: Aus der Kugel (Bspl) soll ein Gebiet ausgesteEn werden im Sinne der Abbildung

°=(%7)=(r9)
cosp =— = r =Rlco®p
RGosgp LZT R?-R?[60s’ ¢
v=2jjf(r,¢)rmrm¢=2 j VRO -r2@ @ g = 2] j z(-2z[8z) (g
0 2=JR-r? 0 R
r [dr =-z[dz(Bsp])
75[ R LZI 3R Lzr 3 3ain3 g 3 3%
=2] [ Zmemg=2[%| dp=2 LIS p zjiom— 25j sifl ¢ (8¢
0 0 i 0 3 3 0 3 30
Ry1-cod ¢ REing
3 u 3 z
= 2 sdz—ZEB—[—COS¢+} co§¢}2:—2R3Ej—T— i[— co¢x+—l 0642
sere 3 2 3 3 , 3 2 '3 3
rechnung
3
=E(ﬂ—2(o—(—l+ljj]:i(n’—ﬂj
3 3 3 3
3
Nebenrechnung: Isin3¢m¢ o5 j(l— 22)(—dz)=—[z—%}:—coqb+% cosg +c
dz=-singd¢

Bsp3: Gesucht ist die Flache des Kreisabschnitts
A= Normalgebiet

@1; V = Volumen GibeA mit Hohe
= Vv =” f (5,¢]r Cdr [dlg = Hr [dr [dg = A=A = ”r [@r [d¢ = Flache eines Normalgebi
- — 1 - - .

Satz 1.5 -
A= ”r [dr [dl¢ ist die Flache, des durch die Grendeffinierten Normalgebie

Bsp3: Fortsetzung
X=a

x=r[to
Polarkoordinaten _ % — rOcgh=a = r=—>_
y=r[sing cosp

2 2
Loltan? - taf -2 )| =Fa-2 2 -Rpoa
2 2 2 2 z

tanx=- tar(~x)

RZ
= A=—Ja-sina|
(28ing o= sin ) 2
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2 Raumintegrale und mehrfache Integrale

2.1 Beispiele

Bsp1l: | =J1.J%[x +yi+= )dymx
00

1 72 o 121
><2+y2+:—L J' x2+y? +z dz—[xzz+y22+— = _[” X +y’+z )dzmymx
3 5 3 0 000
4% y 4 x 23 y 4 x y2 (X_y)2
Bsp2: jj j (xEy—z)dzmijX{H{xyz—E} dymx=‘."[ (xyz—EJ— xy(x-y)- 5 dyltix=...=
0-xXx-y 0-x x=-y 0-x
4 x 1 4 Ve y: o1 y? X
= 2xy° —xy+=x* = x%y |dy[@ix = || 2xZ- - xZ-+ =X’y -x* 2| dx
[§{2 g wvjoane [laf eyt |
4 3 2 2 3 2 2
:I P AN T WV RS N L A S NNVCE N P
5 3 2 2 2 3 2 2 2
4 5 474
= (£X4+X3jdX= ﬂ-X__'_X_ 445+£—337 07
3 35 4| 35 4

Bsp3: ﬁﬁ(xz -y’ +27° —Wz)dwmzmymz
aceg

Anmerkung: Eim- faches Integral wird berechnet, mdean jeweils das innere Integral aubrest,
solange bis alle Integralwerte ermittgfid.

X X— X -y X
Bsp4: J:}[ ‘[yxyzmzmymx ‘t.[){xyz—zl dy [oix :E'l[f.‘o[ X— y)}dym =—;:[ xy(x2—2xy+y2)dymx

0
1 X 1 y2 y3 y4 x 14 x® 2 NG
Xy —2x2y? +xy?)dyfx == || x3*LT—-2x>Z-+ x| dx== - X+ |dx
T2 jo( y=2Xy" 0y dy 2!{ 2 3 4 ] 4

0

1

2l

1[1 2 _1] Sc = ;(1 2, j_l

22 3 2 2 3 6
2.2 Anwendungen in der Mechanik

(@  Volumenberechnung

\Y =;f.:[u(x,y)dymx=fi

u(x,y) -

] dz@y@x:”jdzmymx

14/x y+x
Bsp: V= '”.[ zmymx— ”J'dv
00 xfy
Vqumenberechnung: V= ”'[dv K = Korper; dv = dz[dy [dx (Raumelemeﬂu

(b)  Massenberechnung
gegeben: Korper
Kdrper in kleine Wirfel unterteilen
Volumen eines Wiirfels: dv = dz[dy [dx

Masse eines Wirfels:  pldv=p(x,y,z)dzllyldx (o= p(x,y,z) = Dichtg
Gesamtmasse M ZZZZP(XJ Y, zw)dzk [y, (ex, - KJ‘J'J'p(x y,z) dz [dy Ceix
T K — dv-0

= Massenberechnung fiir Kérpér M =K.[”pmv (o= Dich
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Bsp: Ein Aluminiumwiirfel der Kantenlange 10cml gahen paraboidférmigen Aufsatz erhalten (Abbilgun
Man berechne diese Masse des entstehendenKdper

B Paraboloid: z(x,y) =a-ax’ - By?
s 10 Symmetrie: > a=p

¥ 10

Berechnung voma unda :
z(0,0)=13=a-a6-86 = a=13
z(5,5)=13-a5-a53=10 = a= 0,0
= z(xy)=13- 0,0({x2 + y2)

Masse: (aus Grundflache grenzen ablesen)

5 513-0,04x*+y?)

M =KJ‘J‘J‘pm\,:J‘J‘ '[ 2, 70lz gy [éix ('0:2’70313

-5-5 13

)

_7575 13—0,0({x2+y2) _ 22 2 2 _ 2 B £ °

M _££[2,7]0 mymx_££2,7(1:+ 0,06x + y*)) dy Caix = z,Z 1B~ 0,86y~ 0,0 _Smx
=2,7T{13:& 0,06’ 05 o,o%?}—[— 13 60, 06x° [5+ o,oé%_’}}dx

-5

=2,7T(13& 0,6¢- 0,02125 )2k = 3240= 3ap

-5

(c) Berechnung von Schwerpunkten
(1)  zwei Massenpunkte

—_ M +myX,
Y, = MY * MY, S(‘x.s?j”svzs)
Tom+m, i
Zs - rn.l.zl + mZZZ
m+m,
(2)  n Massenpunkt
2 m m; Iy m; Lz,
X, =42 VA = — z, =J2
j= j= j=
(3) Korper Unterteilung des Korpers in \WalirAv
Av =Az Dy, (DX,

Jeder Wirfet  Massenpunkt mit Magse\v

m
—_—0~
_®TA S phz iy, B, X, - VJ"[.[pxmzlxmzlymlz
k -0 dv

M

_ 1«
- Lo
Schwerpunktkoordinate(x., y,, z,)

ZlH

X

- 7 Av -

[
yfﬁlKijDoEiv

- o
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Bsp: gesucht ist der Schwerpunkt eines homog¥iertelzylinders (Abbildung)

homogen = p= cons
xS_— ”jxﬂo@iv-—j”x@ix@iy@iz Y,

Grundflache=  Normalgebit

[ x+y-r

r? «/7 r
_1hr y _1hr 2 _1hr1 ~ 1h _y_s
] xmxmvmz——u[ [l
_1f v . _ tho o
_El( 3_€sz—§—3'([r3dz—?r3[zg Ry 2h§r2nhh_o,424r
4
= S=

(0,424’ ;0,424 Ej
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3 Raumintegrale in Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten:

X =r [$ind [tosp
y =r1 [$in@[&ing
z=r [tosd
Raumintegral: K”J‘ f [alv dv = Volumenelementdx [dy [dlz
dv in Kugelkoordinatel
dv = dr [dA
dA=?
dA=alb = rlegs3ingd = dv=r?sind @6 de [dr
a=r(dg[sSing

Volumenelement bei Kugelkoordinate
dv=r?sing[dé &g dir

Bspl: Kugelvolumen (R=Kugelradiug
R2m
v="[[fav=]]
00
r

R27 R o R 3R 4
=2_[jr2d¢mr=2j[r2¢] dr=2jr2[277mr= 417{—} =R
00 0 0 0 3 0 3

’frzsinemew Ceir =T2fr2[— cod]) d¢ [dr = TTrZ[—(— 1-(- }]dg

0

Bsp2: Eine Kugel mit dem Radiu’® habe die Dichtep(x, Y, z) =; = 1 . Man berechne die Masse (z.B. Stern)
2 2

XX +y*+z° r?
w="[]om=] [T g

R2m R
=[ [[-(-2)-(-1)]dgmar = 2f[¢]," or = 4njdr = 4R
00 0 0
Bsp3: Gesucht sind die Schwerpunktkoordinaten ditadinkugel

r

ot—

jiz r* sing (6 [@g [air ) =
0

oOt—1

Tsin& (210 [0l [Bir = ﬁ”[— co®|” d¢ Car
0 00

S=(%:¥s:%)
X =Ys =0
z3="7
=2 [[prmy = —"[[[prmy_= ETT%r@osﬁmz Sing (216 (@l (el
%= M P M:_PN' pm/ P zeros&V 2%
1R2nL21 R2ﬂ1 1R2ﬂ
==[[[r’ Cosd s @I dr = j”r3umum¢mr —”r{ }d¢mr
Voo giflcnogseme 000 AR
1R 2n r 7 R* 3 B
E-([ (2], dr——.[r 2 e = {—l _%_4__8 =z,
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4 Die Guldin’sche Regel

Wiederholung: Schwerpunkt eines Korpers(x, Y, z,)
=3
=2

Sl

Bsp: z.B. dunne Platte

S = Schwerpunkt
/T/

[ :

Def. 4.1
Der Schwerpunkt der zwischgre f (x)  und Ber h#e, sowik=a und=b liegende Flac
hat die Koordinaten mit
b (%)
X =Z£ '([ x [dly [dix
15 f(x)
Yo =;£ { y ety Ceix
Satz 4.1

Guldin’sche Regel
f(x)20, stetig

¥, = Y —Koordinaten des Schwerpunktes der Flathe Dgf 4.1
A = Flacheninhalt
V =Volumen des Rotationskérper§  bei Rotatidx) umx - Achs¢

dann: | V=Arly,

b
Bew: V=ﬂjf2(x)dx
0
_1bf(X) _1b v f(x) B 10 B B
yO_ZJ; J; y@y@x-zﬂ7} dx_ﬁj;fz(x)dx_z_Az_r_yo
\%

0

Bspl: Gesucht ist der Schwerpunkt einer Halbkratgpimit Radiug.

%=0 2
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IX DIFFERENTIALGEOMETRIE

1 Ebene Kurven in kartesischen Koordinaten
1.1 Die Bogenlénge

Berechnung der Lange (Bogenlange) einer Kuyve f (x)

Polygonzug rit () s(x) = Lange der Kurve big
N A/,_.EH_,_‘ e s(a)=0
ﬁ] Y s(b) = Gesamtlange
—

AS* = AP +Ay* = As=.AX* +Ay

———./ 2+ Ay? = /1+
AX -0 = & \’1+y

b s b ~ L
al&dx=2[\/1+y Eix'([ds= L

Satz 1.1
o Seiy = f (x) eine Kurvef (x) differenzierbpr fér< x<b

b
= L= J‘«/1+ y'? [dx = Kurvenlange( Bogenlange

Bspl: Kreisumfang(Einheitskreisr = )
1 —
X+y?=1 = y=+1-x? ( 2)E = y—i(l x) ()= X

1- X2

1x+x
1_

HaIbkrels =L= j\ll+ y'2 Eix '[ 1+

7 o= I

= arcsinx| . = arcsint arcs{r )£ 77
J i loesnd - o)
Bsp2: y=§\/; (0sx<?2)

2

y=§><5 = y=x2=x

=

3
Kurvenlange:L = '[ 1+ y'? [oix = j@mx = jzzdz—g{ 3} é[\/2_7—1]=

dz= dxl

1.2 Tangente und Normale

Satz 1.2 . L . .
Seieny = f (x) ;y=g(x) Kurven. Kurven schneiden sicl e x, im rechten Winkel, fall
@ f(x)=9(x)
1
@2 %)==
%) g'(%)
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sina
Bew: f' =t =—
ew: f'(x)=tana o
, sing
=t =
: (XO) anfs cospf
f,(XO)z_g'(lxo) sc')nsgz—cs(i):; = sina &ing = - cosr Jco

= sinaing+ cowrOcog= & cgg-B) = a-B= 9& Schnittwinl

Tangente und Normale

Normale

Tangente

*p

Satz 1.3 _ _
Seiy = f (x) eine Kurve

Y=Yy +Y (%)(x=%,) Tangente ar{x, y,)

Y=y, (x=%,) Normale an(x, y,)

Y (%)

Bew: Tangente: (1) gehtdurch(x, y,)
(2)  y'(x,)=Steigung der Gerac
Normale: (1) gehtdurch(x, y,)

2) SteigungzL = senkrecht zur Tangelfte Sat)

Y (%)

Bspl: Man bestimme Tangente und Normale yonsinx inx= 0
Tangentery=0+cos(x- § = y=x

Normale:y=0—i(x—0) = y=-X
cosO

Satz 1.4 Schnittwinkel zweier Kurven
Seieny = f (x) ;y=g(x) zwei Kurven; Schnittpunkt beF x,
f' — I
= Schnittwinkel: tary = (XO) g (XO)
1+ (%) ' (%)
Bew: y=a-pB (a,B=Tangentenwinkgl
z sina [tosB _ sinB Ocoa
(o _ L
tany = tar{a - B) = sin(a - ) _sina [tosB snﬁDcog _ cosa Dcos.B cper cqs
cosla-pB) cosrOcog+ sl s 14 Sina 5ing
cosa [lcos

_ tana-tan3 _ (%) -9'(x%)
1+tanaCtand & /(%)) ' (%,)

Bsp: Unter welchem Winkel schneiden sich die Kurgamx und cos
cos” + sin’”
sinx, = cox, = % g tax, = x =2 (49 ; taﬂ=%= 2,83%= a= 170,
cosx, 4 1- sinZ [t:osZr
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1.3 Krimmung einer Kurve

Kriimmung~ Anderung des Tangentenwin

Def. 1.1

Kk (X) = _da _ Krimmung bek a = Tangentenwink
dS ds

Bsp: Gerade = k= (

Satz 1.5 1
Ein Kreis mit dem Radius hat tberall die KrUmmlmg?
Bew:
a a 1
K=— = —=—
ssrarlyr r
Bsp: Krimmungskreis
da 1
K(X)=—==
( ) ds r

Def. 1.2
y=1(x);  &(x)=Krimmung (f(x) differenzierbar
(1) & =Krummungskreis an der Steble = «  hat Radiusd | (x) #%
(2) r = Krimmungsradiu
Satz 1.6 .,
y=f(x) Kurve = /((x)zL3

Bew: y' =tana = tanr(x)

v _ da da ds , S
Yy —(1+tan20'(x))g—(1+ taﬁa)ga—( }yz)ﬂ/(x)%
. _ h 12 % — 12
Satz 1.1: s(X) —i 1+y?Hx = 0 1+y
y” y”

= (1+y'2)B( +y?=y" = k=

Anmerkung:

1+y

IKI

Bspl: Man berechne den Krimmungsradius yoncosx beix = (

-cosO0 _ -1 -1 - r:—1=1

Jf+siP 0 V1+0 |« |
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Bsp2: Kriimmung vory = (x-1)° beix = 1
y=2(x-1) = y'=2

K=

2 3 =2 =7 :1‘
N1+ 0O 2
Bsp3: wie Bsp2x=0
2 2 1

K= _=-2.=0179 = r=——= 55¢
l+(_2)2 \/g 0,179
Satz 1.7
y = f(x) hat Krummungc =« (x)
k(x)=0 <= y=Gerade
Bew: K=L3:0 = y'=z0 < y=a < y=ax+b=Gerad
1+y12

Bsp: Fur welchex ist die Krimmung der Kurye x? - 3x+ 1 maximal

y 2 = max= 2[1+( X- 32]%

\/1+ Jl+ 2X— 3)

y
.:_g[ } o x- 3= oo 12(2)(—3)5

(2

Satz 1.8 ,
y = f(x) hatinx=x, Extrenun
=  k(%)>0 = Minimum
k(%)<0 = Maximum
] y' Y >0 min
Bew: « = =
(%) /—1+y,z y(x)=0 y(XO) {<0 max
Anmerkung:
Fir jedes< gilt:
k(x)>0 < Linkskrimmung
k(x)<0 < Rechtskrimmun
1.4 Kurvenscharen
Bspl: y=x+A AR
A =Scharparamete /
) // e h]//
£ -

Bsp3: y=4/-(x-4)"+4
y=—(x=A)"+4 = (x-A)+(y-0°=2
aYa aYaYa W
MY, VIV,

Bsp2:y=A[X
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XX y? . : 1
Bsp4: —+-—=1 Elipse mit HalbachseaA —
21 A
/]2
\ Einhitllende
L (Enveloppe)
BN S
Def. 1.3

Eine Kurve, die in jedem Punkt die Kurve einer Kamgchar bertihrt (d.h. gleiche Tangente),
heil3t Einhdllende (Enveloppe)

Satz 1.9 Berechnung der Einhillende
Seiy = f (x,4) Kurvenschar.
Coe . . . o . of (x,1)
Die Einhlllende erhalt man, indem maryia f (x,/l) die Losungl der GlelchungaT =
of (x,1
an @ Ao oo
04

(2) Ainy=f(x,A) einsetze|
Bew: y=f(xA)

Y=Y =dey Y2~ ¥, = dy = fdkt 1,dA fA::o fdx
dgy = f.dx+f,dA doy=dy = fox+f,di=fdx = f,=0

0
A
Bsp6: y=A| x-—
po:y [ 2]
2
Einhlllende: (1) ﬂ=0=i{/lx—/l—}=x—/l=0 = A=X
(2) A =xeinsetzen = yzx(x—gj: X

1
2
x> y? 1 X 1 x> 11 A
BSp7: 5+ =1 = yEogli-—) = y=o 1__:§T//]2_ 2= N2 R

-X
A? A A A A?
/]2
1
) 6y_%(/]2_xz)2[2’1@2_“’]2_)(2[2/]_/13—2/1(/12—x2)_/12—2(/]2—x2)
a_ A4 - /14\//]2_)(2 - /]3\//]2_)(2
_ 1 2 /]2_)(2 _ l 2 2 2\ _ 1 2 2(2
= -SL 020 5 S-5(47-%) =0 R
MINA2=x? A A A A A A
= A-222+2*=0 = -A12+2x?=0 = A=4/X
(2) A einsetzen=
XXy y? 1 1 , 1.1 1 1
—_— =1 = =]1-=-== = === = ==
2 1 1 2 2 Y T T Y=
2x° 2x°
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2 Ebene Kurven in Vektordarstellung

X(t cost
Bspl: 5(t) = (t) = “Tet<T = w viele Vektorer
y(t)) (sint 2 2
Halbkreis in vektorieller Form
= 1+t
Bsp2: s(t):( 2t]: 0<st<2

Geradenstrich verktorieller Darstellung

Satz 2.1 ~
Die Endpunkte der Vektoreg(t) =a+th (tOR)

liegen auf einer Geraden durch den Engptvona mit der Richtung

Bew: ~

Bspl: Welche Gerade geht durch den Pufikt) 11id hat die Steigung

(.
L) - )

Es seienp(t) ungy(t) differenzierbar igt<b

Satz 2.2

_ . oy [ 2(t) -
dann liegen die Endpunkte aller Vektog) = auf einer Kurve

¥(t)

t
Bsp2: 5(t) =(t2j tOR

sint
Bsp3 ”(t)=( tzj (tOR)
t 0 Vs 72 iUl Ul ~
x = sint 0 0,7 1 0,7 0 0,7
t2 0 0,6 2,3 4,1 9,2 0,6
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Def. 2.1
0-20) = =020
(1) w'(t)
Satz 2.3
5(t)=Kurve = §(t)= Tangentenvektc
(d.h. Vektor in Tangentenrichtuhg

$'(t) ¢(t+hz_¢(t) 1[(#(t+h)) (#())] 1 E(QB\ J%ngem(efr:‘ikg
w3010t H oo ot AR L
Bsp: §(t)=(5imj (0o<t<2n)

Tangentenvektc
cost

s(t)=

(1) [—sint]

Satz 2.4

L = Kurvenlange( Bogenlange fiir die Kurst) tmit<b = L= J'l ) et

Bew: Seis(t)= L‘Z((EQ - @8]

Satz 1.1:

L=J€«/1+ y'’? mxzf 1+(%J2 mx:f 1+(ﬂad—tj2 [l =

dt dx

Bd—xmt—j t

:T PPy Ejt:fh[z:gg)lt—“s |t

Bsp: Kreisumfang

L r $int
Kreis: s(t)=( J (ost<2n)
r [eost

s19=r( 5o

2 2 2
L=j|§(t)|t=jr Y codt+ siﬁtmt=jrmt= 2T
0 0

0

=
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3 Parameterdarstellung einer Kurve
t
s)=[*W)-kuve (astsh)
(1)

= [x=g¢(t)

y=y(t) Parameterdarstellung =  Paramg

ast<b
Bspl: x= t B;ost :tt%rt (0<t<4n) (Spirale um Nullpunkt — zwei Umdrehungen)

T

Kurvenlange= L= ?

S :[28} = L =i|§'(t) |t

b
= Kurvenlange in Parameterdarstellung.[ @' +y'?
a

Kurvenlange in Bsp1l:

“ o lteost)” (tCsirt)’ g — 2
L= (g2 +y'? ot = \/( j +( j fdt = | —/(cost —t [irt)” +( sirt+tJcos) dt
{ Ry I =y SN o )

0 0

kiirzt sich raus) 77 0

Tabell@77

17 1 ‘
= | N1+t? ot = —[ 1+t2+ln(t++\/1+t2)}

=12,86

0
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4 Raumkurven

4.1 Raumkurven in Vektordarstellung

Satz 4.1 . . . . . .
Es seieru(t) v(t) w(t) fia<t<b differenzierbare Fumkten, dann liegen die Endpunl

u(t
aller Vektorers(t) =| v(t
w(t

) auf einer Kurve im dreithensionalen Raurh. heil3t Param«

sint
Bspl: §(t)=|cost| (Ost<w)
t

= |Xx=sint| = Spirale umdig— Achs
y = cost
z=t

t
Bsp2: 5(t)=| 0| (tOR) = x-Achse
0

Gerade

Bsp3: s(t)=a+tb =
a = Aufpunkt
b

= Richtung der Gerade

Def. 4.1
u(t) u'(t)
5(t) =| v(t) (ast<b) (Raumkurvg¢ = §(t)=| v'(t)
w(t) w(t)
Satz 4.2 . .
§(t) = Tangentenvektor z&(t) ~an der Sellf  VektoTangentenrichtun
Bew:

oS (t) = Tangentenvektc

T

COS—
4 0,7 0
t=%[: §'[—]= -sin?|=| -0,7 t=’—; §[7—sz— -1
L 1 1

Def. 4.2 . - ] ]
Es seit die Zeitund(t) eine Raumkurvenu&eiREs (t) Bahnkurv

Beispiele: Bahn eines Planeten
Bahn eines Elektrons
Bahn eines Photon
UuSsw.
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Satz 4.3

5(t) =Bahnkurve = §(t)= Vektor der Geschwindigk

Bew: zeigen: (1) Tangentenvektor
(2) |s(t) Ev= Gesschwindigke

zu (1) klar!
AS(t
zu (2) Beweis Satz 4.2= §(t)= Iincnﬁzw—e_g =v
h-0 h Zeit

Bsp5: Bewegung eines Punktes auf einer Ellipse.
aE*kinz—”t
T
. 2 ;
Bahnkurve: §(t)= bm:os?t (T = Umlaufzei}

0

Nachweis, dass Ellipse vorliegt

xzaE'l;inz—ﬂt 5=sin2?ﬂt 2 )
;— = 7 27 drieren & addi _2+§:1
quaarieren & aadieren
y= bm:os—ﬂt Y- cos—t a
T b T
Geschwindigkeit:
aﬁ@osz—ﬂt
T T
g (t) =| - wmin 2y
T T
0
v=5(t) |=\/a2 4”22 reog Lt +b? 4]722 nsif-2Xg =E\/a2 cos Tt +b? sty
T T T T T T T
t=0: v1=2—”\/a2+02=@ t=7. v2=z[\/02+b2=@
T T 4 T T
Bsp6: Kreisbewegungr =a=b (in Bspb)
_m
T
Satz 4.4 X
5(t)=Kurve,ast<b = Kurvenlange L =I 3(t) it
Bew: t=Zeit
b ., b bds B
!Is(t) [G =£vmtvz=3faamt =£ds= L

sint
Bsp7: §(t)=|cost| (Ost<w) (Spiralp
t
Lange einer Windung
ost
s

2 2

int | [dt= [ [codt+ sift+ mit=[ @it=v 272= 88!
0 1 0

1

2 2 c
L=[]g(t)l@t= [ -
0 0
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4.2 Raumkurven in Parameterdarstellung

sint
Bsp: §(t)=|cost| (Ost<w) (Spiralp
t

X =sint
= |y=cost| Parameterdarstellu
z=t

Parameterdarstellung von Raumkurven
x=u(t)

y=v(t) (asts<b) t=Paramete
z=w(t)

Tangentendarstellung
x=u'(t)
y=v(t)
z=w(t)
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X VEKTORANALYSIS

1 Vektorfelder
Def. 1.1 ] . _ B .
Ordnet man jedem Punkk y,z), des Raumes einen V@ktor erhilt man ein Vektorfeldl(x, y,z).
Ordnet man jedem Punkk y,z), der Ebene einen Vektor, erhalt man ein ebenes Vekt v(x,y,z).
Beispiele:
(1)  F(xvy,z) Kraftfeld der Erde
(2)  E(xy.z) Elektrische Feldstarke
(3)  Geschwindigkeitsvektoren in Flissigkeiten
= . I AN
~ X +y 1 X .
@)  v(xy)= =—( ] N //
y N SRR -
2 2 .
ey — /NS
|v(x,y’Z)F 1 X2+y2:1 ....... / \
\/XzTyz ...........
1
o () /N
y
Ty
XXX
Anmerkung:

f (x,y,z) = skalares Fel

Bsp: Temperatur, Druck

Det- 1.2 T Eeidiinien
gegeben: Vektorfeldv(x.y z)
(1)  Eine Kurverl fur die in jedem Punkk y,z), rdéektorv(x,y,z) ein Tangentenvektor i
heiRt Feldlinie des Vektorfeldegx y z),
(2) Die Dichte der Feldlinien sei proportional zﬁ(k y z) , dJh.: die Anzahl der Feldlien,
die zuv(x y z) senkrechtes Flachenstiick deif3® 1 gehen, ist proportional zui(k y z) ,
d.h:
47|
Bspl: Geschwindigkeitsvektoren von Flussigkeitsteih in einer stromenden Flissigkeiten (in einemrRo

Bsp2:

=y

MR
L LILL
LI
nnnAnnn

—

Dichte ~| ¥ |
Bsp3:

.
1

Dichte {7 |

T
+
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2 Flachenintegral

Def. 2.1 Flachenvektor
Es seiA ein ebenes Flachenstlick im Raber.Vektora heildt Flachenvektor, fe
(1) &aOA (im Sinne einer Rechtsschragl
(2) |a F Flache vorA

Beispiele:

Tk

) ) )
f =axb
Das Vektorprodukt ist ein Flachenvektor

]

(3)  Welcher Flachenvektor gehort zu dem Dreieckd®n EckpunkterA=(0,1,]) B=(11,2 C=( 2,2,1?

2) (1) (1 0 (1) (-
i=C-B=|2|-|1|=|1 V=A-B=| 1|-| 1|]=| 0
4) (2) (2 1) (2 (-
& & & -1
a=1(axv)=5 11 2(=3-1
2 2 2
-1 0 - 1

Satz 2.1
Es seW(x y z) ein Vektorfeld undl ein kleines Flachécistmit dem Flachenvekt@ .abn gilt

al¥(x,y,z) ~ Feldlinien durctA(x y z)
al¥(xy,z) =@ = skalarer FluR

Bew: Dichte Feldlinien~ { 3 (x y z)
= |V | Anzahl Feldlinien durch senkrechte&dflenstiick mit Flach&=

= |V |[A= Feldlinien durch senkrechte Flache, Gréev a | | |
= |v|0a |Zcosr = Anzahl Feldlinien durch beliebige Flashed = @

X
Bspl: Vektorfeld V(x,y.,z)=|y+x
X+z
gesucht: skalarer Flu3 im Punkt ylF zH  Octiudas Einheitsquadrat derz—  Eb
1
a=| 0| da Vektor des Einheitsquadrats ez - eBbnur ik— Richtung zei
0
1 1
G=vV@E=|1+1|J0|=1
0+1) 10
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Bsp2: strémendes Gas (FlUssigkeit) Vektorfeld=\7(x,y ,z) = Geschwindigkeitsvektor:
Anzahl der Molekule durch Flacke in einer Sekunde

. L .
IVFI ~AIL=AV Fla By |
Anzahl der Teilchen pro Sekunde ist allgemeir@ [V |[odac=aly = ®
Anmerkung:
Der skalare Flul3 eines Vektorfeldes ist proportiaua Zahl der Feldlinien durch die zugehdrige Ric

Ist das Vektorfeld ein Geschwindigkeitsfeld ist dealare Flufd zusétzlich proportional zur Anzahl Beilchen die pro
Sekunde durclA gehen.

Skalarer FluR3 fur nichtebene Flachen
Q) konstruiere Uberlagerung ebener Flachiekehen mit Flachenvektdya,

skalarer Fluf3 durché\j iglj =V IAg,
2 bilde® = ZVJ. [Da,
j

(3 bideda, - 0 = ®=lmYV Da ="[vida="][vea
n- oo 1:1
Bsp3: V(x,y,z) = Vektorfeld: stromendes G
F = beliebige Flache = Fjv [da =& ~ Anzahl der Teilchen duFc (pro Sekunde
Bsp4: E(x,y,z) = elektrisches Fel
= F.[ E [@ia ~ Anzahl Feldlinien durcth

Bsps: Oberflache 7

E (x,y,z) = elektrisches Feld

F'[ E [dla = FCJS E [@la ~ Zahl der Feldlinien, die aus dem Kérpeistreten = @E [da~Q= Ladun

Def. 2.2 .
Geschlossenes Flachenintegral

SeiF = geschlossene Flache> FJ'V [da = F{f)V [da
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3 Der Integralsatz von Gaul3

W) (w(xy.2)
V=V, =] v,(xY.2) Vektorfeld
Vi) (Vs(x.2)

v ida="
(1) Flache ink—y—- Eben -
®, =vE=|v|0a [osr =( ¥ [cas)0d =p, DXz /
| S
v, Ax
= &, =v, [AX[Az I
analog folgt: .
®,, = v, [Ax[ADy /
o, =v, [AylAz
(2) <'|5vma v, (Ax, LIJAY [Az - v, (0,C0IAY Az + v, (Az) AX Dy — v, ( O AX Dy +V,(Ay) AX[Az~V,( ) AX[(Az

_ (&)~

(O)Axmymz+ ( ) ()Axmymz

(O) Ax[Ay Az + (Ay)A—v

= Ax[Ay[Az
ox ody o0z

} =divv [Ax[Ay[Az
divv
(3)  Zwei Wiirfel
W, W,
— fvmda="¢vma+" §va

‘———> (Bertihrseite hebt sich ajf

(4) Beliebiger Korper

ﬂ deck KCJNma:Z:qusvmaw, milzxmymzjkzmdivvjkm(ij [By, mZm) 5o ijjdivvmxmymz

it kleinen 2)2'; 1%

Wiirfeln

Def. 3.1 .
Divergenz
V, v,(x,y,2
L 1(03.2) .0y,  Ov, Ov,
V=V, (= v,(xy,2)| = divw=—2+2+2
ox oy o0z
v, ) \v(xy,2)
Satz 3.1 Integralsatz von Gauf3
K = Korper mit Oberflach& und= Vektorfeld ~ §vida="[[[ dnaxCdy ez
X
Bspl: v=|y| K =Einheitskuge
z
“§vra="[[[divviaxmydz="[[[3mv =30 [[[av
divo =20 Qe M g9, g
ox o0y 0z
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3 Der Integralsatz von Gaufd fh — bingen
3x-y
Bsp2: v = Z+X K =Kadrper
X*=3+y+z
“furda="[[[divvraxmyz=" [ [(3+0+1) mxmlydz= 47 [ [ [dv= 4Volumer
siny
Bsp3: v=| x°-3z K = Einheitswiirfe
arctar(y - x)

" furda="[[[divvaxaysz="[ [ [(0+0+0)mxmyz= o [ [[dv=0

(Divergenz 0 =  Feldlinien ungehindgrt
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4 Quellen und Senken

Def. 4.1

gegeben: Vektorfeldv(x.,y z)

(1) EinPunktP=(x, y, 2,) im Raum heil3t Quelle deskutefeldes, falls bei beliebi
kleinen Volumen di€® enthalten mehr Higlitn herauskommen als hineinget
(gemessen in Vektorrichtuhg

(2)  EinPunktP=(x, y, z,) im Raum heit Senke des tefeldes, falls bei beliebi
kleinen Volumen di€® enthalten mehr Higlién hineingehen als herauskomn
(gemessen in Vektorrichtuhg

Bspl: Flussigkeit V(x,y,z)  Geschwindigkeiten Quelle Senke

Quelle Senke

—
—

Bsp2: Elektrisches Feld

Quelle Benke
Bsp3: J____,/Feldlinien
—— 1/ In P Quelle / Senke?
////;’:__J___f Feldlinien gehen ungehindert durchs ke@eelle / Senk
/ ' ¢vma=0="[[divvxdydz = 0
fur allew
Satz 4.1

divi=0inP = inP existieren keine Quellen use&nker

Bsp4: Elektrostatik
Bilanz der Feldlinien- Ladung i¥

Volumen = cJSEEié~Q (inv) = V”J' divE [aix [dly [elz ~ Q

VKein = divE=const = divED [[[axlydiz~Q

Q

= dvEV-Q = divE~V=p=Ladungsdichte
divE ~ p
= |dvE=—p
o
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Bsp5: Punktladung

x

Elektrisches Feld: E=——+ | y|= !

y
47 2 2. 20
0 z ATE Xty +2Z 7

muB gelten: (x,y,z)#(0,0,0 = divE=C

divv = 6E1 %, 6E3
ax ay 0z
9 X __1

_3
) 2}
ox 0Xx 47E, X2 +y? + 72 47, O0X
=1 (x2+y2+22)2+xté—§j[Qx2+ y?+277) 3 tax
47E0 2 x2+y2+zz
2 _

G 1 - X
I

r e, r°
2 _ a2
analog: % 1 E{% 6_E3= =
ox  Are, r ox 4, r
Bsp6: H = Magnetische Feldstarl
divH =0
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5 Kurvenintegrale (Linienintegrale)

Bspl: (1)

)

®)

(4)

Def. 5.1

Arbeit = Kraft (Weg

E
F = Kraftvektor 5
cosa = —>
§ = zurickgelegter We |F |
7 3
W =FOsE|F [Ccow08 4 F 9 0 cos=F 3

i

=F3
F (x,y,2) = Vektorfeld ( Kraftvektorej

Ein Punkt bewege sich entlang der Klkrvad sei der Kraff  unterworfe
W="2

— — — n —
W=FB+FE,+FE+. ) F 3
j=1

Die Kurvek sei gegeben durch die vekétid Darstellungs(t) wobei ein Parametsir
§(tz) =S (tl) =A4s (tl)
§(ts) - é(tz) = Aé(tz)
> W=YFms) = w=imYF mst)="[Fs
i=1 j=1

noo

Kurvenintegrale
Es seB(t) eine Kurve uniél(x y,z) ein VektorfeWenn jede beliebige Zerlegu

(Zn:v(x(tj),y(tj),z(tj))mé(tj )j gegen die gleiche ZaBl fir- o  konveayi
j=1
dann heiR& Kurvenintegral

Synmbol: k'|.\7 m@s (k= Kurve)

Def. 5.2

Satz 5.1

Bew: kjvm

Es sek eine geschlossene Kurve u(® y z) , ein Veldorfe> kJ'\”/ [dls = kcj')v [els

Seis(t) eine Kurve
V(x,y,z) ein Vektorfeld
Kurves(t): t st<t,

)
= kjv [ds = J\7 I3 (t) et (s (t) = Tangentenvektdr
4

t ~
§=j\7§dt
L dt
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Bsp3:

Bsp4: s

Bsp5:

cost 1
Kurve: §(t)=| sint (ost< 27) Vektorfeld:  V(x,y,z)=| 0
0 0
o o[ 1) (—sint .
quV [dls = IVE%'(t)mt = I 0|0 cog |0t = I(— sirt)dt =[ co@i" = cog?- cosO-1=1
0 0 0 O 0
t 1-x
5(t)=|t*| (ost<1) v(x,y.z)=| vy
0 X-z
) (1-x) (1 (1) (1 )
fvms=[vE()m=[| y |D2 e = f| ¢ |m2|re=[((1-t) + 10 ) et
0 \x-z)l0) yr°t-0)(0 0
1
=.[(2t3—t+1)= Zﬁ—ﬁﬂ =1—}+1=1
! 4 2 | "2 2
Elektrische Feldstarke
5(t) = Kurve: i 2
= T E [dS = SpannundJ,,
R A P
speziell: E =const

Kurvek : Geradens

Pz
U,=[E@S=EM
3

tick Lande
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6 Wirbelfreie Felder

Def. 6.1

Ein Vektorfeldv(x Yy ,z) heil3t wirbelfrei, wenfiir jede geschlossene Kurve giItj)V [ds =

Bspl: Flissigkeit (Gas)
v(x, y,z) = Geschwindigkeitsvektore

Annahme: Es gibt eine geschlossene Bewegunghlgssene Feldlinie)
a3

@7 gSvmgzgSwmdg [Feowr | = gSv s [ucosﬂgs V| Oldg >|

Bsp2: Wirbelfreie Felder:
- Erdkraftfeld
- Elektrostatische Feldstarke
- Magnetische Feldstarke (evtl.)

Def. 6.2

Rotation
Vl
V(x,y,z) sei Vektorfeld mi# =| v,
V3
ov; v,
oy oz | e & &
roty=| M N |0 9 9
0z 0X ox o0y 0z
%—% Vl V2 V3
ox oy
Xz_y Vi
Bsp3: Vv=| y-z |=|V,
x* v,
S (0-(-) ) (1
ai= ~[4¢-0]|=| -4
z
X4 0--1 1

v(x,y,2z) = Vektorfeld= Geschwindigkeit bei Rotatic

(1) |c?)|=? (T = Umlaufzei)

(2) @=hat Richtung Drehach:

) V22T = 2Ty [rsing = o PF Psia = gxr

o
T sina=2
IFl

vV und@xr gleiche Richtun

= |V=XT
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c) rotv = rot(@xr) =
7

d) urds=§|v|0ds [cosr = ¥ [pas=q Qrgr= 2 o= (1.27) fBZTE= 8 Dl

T Flache

- — — — —_ A —
=|a |0 rotv |Dco$8ﬁ:{(é:m)zoamrof— _[ rot [da

d.h.: kcﬁv [0S = A<j> rotv [dla

Satz 6.1
Integralsatz von Stokes
Vorraussetzung:Es seiA ein Flachenstick mit der Begramgskurvek una(x Y z) ein Vektorfe
Behauptung: k(ﬁv [ds = A(j) rot [da

Folgerung:

Satz 6.2

V(xy,z) seiwirbelfrei = rot=C

Bsp5: Elektrostatik:E = elektr. Feldstarke =  rdf =
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7 Potentialtheorie

3 2
Bspl: Vv=|y*| = \7=grac{%x2+y€—z—2] = Esgibtein ,sodass gfad ( Potep
-z
X
Bsp2: v =] yx
y
uX
Annahme: v = grafl i=| u,
uZ
= u =X Satz von Schwartz:uXy =u,
u, = yx u,=0
y y Xy +
u,=y u, =y
Def. 7.1

V = Vektorfeld

In diesem Fall heil3i ein konservatives Feld odengrbelfreies Feld.

Falls es eine Funktiom=u(x y,z) ~gibt, sodéss @ugd &Rt Potentialfunktion odd?otential

Existenz eines Potentials

Vl ux
V=|v, | Vektorfeld; v = gradu)=|u
u

V3 z
u, =V u, =u Vi, = V2 vi-vi) (0
—\2 _ 2 3 2 3 | = — A _ 7
= u=v = Uu,=u, = V,=v, = v, -V |=|0|=0 = rotv=0
u, =v* u, =u, vV, o=V vi-v, | (0
Satz 7.1

d.h.. ¥ hatPotential= rat= 0= k@vméz 0

U

= “fvis+ “[vms=0 = “[vis="[viEs= [vEs=u(p,)
Py

Anmerkung:
P (

XY,
Wennv ein konservatives Feld ist> u(x y z) = j vids= Poiant (p, =beliebig)
P

Bsp3: ElektrostatikrotE = 0

= Existiert Potentiap : E= gra@  ( elektrostatigshPotentigl
Bsp4: Gravitationsfeld: roE = |

= Existiert Potentiall : F = grad  (u= potentialle Ege)

Bsp5: Hydrostatik
rotF =0 = F=gradp (p= Druch
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8 Die Maxwell’'schen Gleichungen

H = Magnetische Feldstarke
E = Elektrische Feldstarke

g =Stromdichte = gl&=1 = Stromstarke duréh - Ajg fda =1
p = Ladungsdichte
H Hys &, &

Maxwell — Gleichungen

0 - _
—[H =-rotE
s P

0 - -
elE,—[E=rotH -g
° 5t g
divH =0
L= 1
divE =
clg P

0

Bspl: Induktiongesetz
k

P2
Def: jﬁmézu (u=EMD)
Py

a — — A a 3 ___A = =
,uEanEIH——rotE = J‘,uEanEHma— jrotEma

_ 0 A - _ 0
= Umd—‘aﬂjﬂﬂloﬂ"ma = uind__amb
-

Kraftfluf3
Bsp2: Magnetische Feldstarke in einer Spule

gesucht: H in der Spule
Annahmeu = const

= E=const = %—Itzzo

— - - A - A
e#,—[E=rotH-g = rotH=g = "[rotHda="|g

9

ot
- A

Stokes = HM@s="[glda = HO=1,=1hH = H

Bsp3: Elektromagnetische Wellen

Vakuum: p=0
e=u=1
g=0
PR -
/JEUOa—DH =-rotE
= at Auswertung: E OH
£@OEEE=rotF|

(A_[ rotE

i

Stokes

a = Ems:umd)

| = Lange der Spu
n = Windungen

)
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XI GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
1 EinfUhrung und Grundbegriffe
1.1 Beipiele

Eine Differentialgleichung ist eine Gtgiung mit den unbekannten GroBeg(x) y'(x) ...y (x)
Gesucht ist die Losung(x) .

Bspl: Differentialgleichung (Dgl) Loésung
y-y =0 y=¢
y'+y=0 y =sinx
y'-1=0 y=Xx

y'+y=3(x+1) y =3x
X2 +2xy+2y' =y = X%+ X y=1

Bsp2: Bakterienkultur
y(t) = Anzahl der Bakterien zur Zeit

y'(t)= P A—Bt/ = Zunahme der Bakterien zum Zeitpunl

Zunahme- Anzahl= y -~y = Dgl

Losung: y= A"
Bsp3: Grundgleichung der Mechanik
y(t) = Weg zur Zeit
y'(t) = Geschwindigkeit
y'(t) = Beschleunigung
Grundgleichung der MechanikF = m@&

= Dy
Bsp4: Harmonische Schwingungen
y(t) = Auslenkung aus Ruhela

) F =Ky .
F~-y(t) = . = my" =-ky

~ [ k=0 oy

Losung: y = Allsin fﬁ K
m

Bsp5: Stromkreis (Reihenschaltung von R und L (DC))
(t) = Stormstark
) = Spannung

u
u .
u(t) =u=const g(f)

(t
(t

= I%=U—i(t)[R Dgl

_R
Loésung: i(t)=UE[ e Lt) L=0= i=BR | t

Bsp6: Ein Massepunkt sei im Raum der Schwerekeaf&dde ausgesetzt.
Beschleunigung y" (t)

Dy

y'=-gt=v
1 .2
=gt

y=39
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Bsp7: Elektrischer Schwingkreis (Parallelschaltuag C und L (AC))

i (t) = Stromstarke

: -

i, 10 byl
C dt

Losung: i(t) =i, Ccos——t

i, = cons
JLC ’
1.2 Grundbegriffe
1 ! 1 2 P
Bspl: |y -x=0/Dgl = y =x = y=5x +c| Losunc
paalue ) Die Lésungen bilden ewevenschar
(2)  Jede LOsung ist eine pattike Losung
o}
Bsp2: |y"-y =0| Dgl
Losungen: y=ce"+c,
Probe: y=ce +c,
! = e)(
V=5 } L yoy=0
y =ce
Losung: Kurvenschar mit 2 Parametern
Def. 1.1
(1)  Eine Gleichung der Fornﬁ(x AR ..,y(”)) =
heil3t gewdhnliche Differentialgleichumg- ter Ordnunc
(2)  Die Funktiony = f (x ¢, ,..c,) , die fiir alle Konstantep...c, die Differentialgleichun
erfullt und die alle Lésungen umfasst, heiRtatgine Losung der Differentiddégchung.
(3) Setztmaniry=f(xgc .,.c,) furdie Konstanten sjgdiei Werte eir
erhalt man eine spezielle oder partikel&dsung
Anmerkung:

Die Lésungen bilden eina —parametrike Kurvenschar. Jede einzelne Kurve ist eine padileuLosung.

Bsp3:

Bspb5:

Bsp6:

xy"=3y'+1=0 Dgl 2. Ordnung

%+ y' [y¥-siny" =x Dgl 3. Ordnung

y-y=0 Dgl 1. Ordnung

y'=0 Dgl 2. Ordnung

y=q

y=cx+c, allgemeine Lésung
y=x+1

= y=X spezielle Losun
y=3x+4

y"=0

y'=¢

y' =gx+c,

2

X
Y =6+ axee

Bspdy -1-y* =0

Dgl 1. Ordnung

Lésung: y =sin(x+c) = Kurvenscha

Probe = cos(x+c) =\/1— sirf (x+c) =\/ ry?
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2 Differentialgleichungen erster Ordnung

2.1 Das Richtungsfeld

Def. 2.1 ] . e
Eine Dgl 1. Ordnung in der Gest&{x y y')= 0 heit inpliz

LaRt sie sich nacyi  auflésen, dann hegif3t f (x, y) explizite Darstellung der D¢

Bspl: arsinr(y'—\/y)Dtar(y'D()z (  implizit
y' =xy’ —x explizit

Def. 22 [ Richtungsfeld

Die Dgly' = f (x,y) definiert fiir jeden PunKix y)  eine Richtuyig

Tragt man alle Richtungen in ein Koordinatensyseéém erhalt man ein Richtunfgdd.

Bsp2: y' =x[¥y
Die Verbindungen aller Richtungegeben
die allgemeine Lésung als Kurvemsch
Bsp3: y' =x
Bsp4: y' =1

2.2 Die Dgly' = f(x)

y’: f(x) = y=Jf(X)dX+C

Dgl Lésung

Bspl: y' =sinx Dgl
y=-cosx+c allg. Lésung

2.3 Die lineare homogene Dgl

Def. 2.3 ) _ .
Die Dgly' = a(x) ¥ heiRen lineare homogene L
Bsp: y =x"0y
y' = cosx[y
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Losungsverfahren
: y y
=alx = —=a(x) = |—=dx=|a(x)dx+c = In a(x)dx+c
y =a(x)y » (%) Iy [a(x) lyE [a(x)
- | y |= e[a(x)dxﬂ: =y = y= e|‘a(><)d>< @z = IEJ'a(x)dx

’ ' 2 2 lx2+
Bspl: y=xy = Yoy o J.ldyz%+c = In|y|=X7+c = @M=¢g "
y
e L L e
= |yFe? = y=e? =e? [ =c'[e?

Bsp2: y' =sin(x)§ = Y - gink = Inly ¥- cox+c = Yy =@ = y=c&
y

cos

Y.
y

Bsp3: y' = =

x |<

2 = niyEhixbe = yEKE = y=c

5 1
4 X

Lsc =
Bsp4: y=x'ly = =x' = In|y|=xg+c = |yEe = y=c'[&

< <

2.4 Die lineare inhomogene Dgl

Def. 2.4 . o
Die Dgly' =a(x)3/+b(x) heilt lineare homoge

Bsp: y =x’0y+sinx

Lésungsverfahren (Variation der Konstanten)
Y =a(x)y+b(x)
Schritt 1: Lésung der homogenen Dgl

y=a(x)y = Ly: a(x) => InlyE ja(x)dx+c = y= o 2 € = y= y@[a(x)dx
y
Schritt 2: Variation der Konstantepn

Ansatz:
y= y(X) @Ja(x)dx
y, - V(X) @Ja(x)dx +y(X) @Ja(x)dx Bl(X)

In Dgl einsetzen:

y =y ()" ra() ()@ =a()yeb() =y (3 =b(x)

= Y()=b()E " = y(=[b(x)e ! ax+c
Ldsung:

y= [J.b(x) o 209% g o c} ERLE

Bspl: V' =ly+ X
X

(1)  homogen: ’=%Ey = InlyEln|x+c = |yfk [ = y=yk
(2)  Ansatz: y=y(x)x  (y(x)=?)
Y'=V(X)D<+V(X)El=§D¥ +xX = yY(X)x=x* = y(x)=x = y(x)=X—22+c
y=y(X)x

X X3
Losung: =| —+cC|X=—+cCX
o v (2 ] ‘
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Bsp2: y' =sin(x) /- siny
(1) homogeny =sin(x)ly = |y Fe @ = y=y&
(2) Ansatz: y=p(x)&>>
Y =y (X) & + p(x) & > Binx = sin(x) /- sik = y/(x) & =~ sinx
———
= Y(x)=-sinx&> = p(x)= —j sinx[@™dx = _[ezdz — o= e 4

Z=COSX
dz=-sinx[dx

Losung: y=[e* +c|@ “* =1+cle **
Bsp3: y'=y+1
(1) homogen:ly'=1 = In|lyfx+tc = y=yle
(2) Ansatz: y=y(x)E
y=y(X)E+y(x)e =y+l = y(X)E'=1 = y(x)=e* = y(x)=-e"+c
Losung: y:(—e'X +c) [ =-1+c& =y
Bsp4: y'=3y+4
(1)  homogeny = y[&*
(2) Ansatz: y=y(x)E”
y =y (X)&*+y(x)e¥B=3y+4 = y(x)&¥=4 = p(x)= 4&™

1 4
= y(x)=4 e'3xdx+c=4——e_sx}+c=——e3x+c=
() =4(] -2 doresy

Bsp5: Reihenschaltung voR und her  const iiftd = Stromstarke

Dgl: LI(t)=u-i(t)lR = i’(t)=—§[ﬂ(t)+ur
@ h°m°99”"'(t)=‘§m(t) = lnli(t)F—Fjdt = In|i(t){=—§t+c - ety
(2) Ansatz: i(t)=p(t @7%

R _R _R
Losung: i(t) = Yte"tk |+clet” =Y 4ot
L R R
. o u. u
Bestimmung der Konstanten:t =0: |(0)=0:E+ce = c=-¢

_R _R
Lo i(t)=%(l—eLmJ

= i()=g-2e

einsetzen

x| C
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25 DieDgly =f(x)[g(y) (Trennung der Variablen)

Verfahren:  Dgl: y' = f (x)(y)

dy dy
Z=f(x)m(y =f(x)ldx = =| f(x)Ldix
Yoty = Prmrm = [Bo=fr
= nachy auflésen= y=... ( Losung
Bspl: y' =x/°
dy _ dy } a L X 1_x*+2
&—xﬂlz = F—me = jyzmy—jxmx = —y1—7+c = —;—T
- - = = - 2
Y 2 Y= +e
Bsp2: y' =1+y?

:jdx = arctany=x+c = y= tafx+c)

dy _. . 2 dy _ dy
dx—1+y = 1+y2_dX = j1+y2

Bsp3: Welche Funktion hat die Eigenschaft, dassTdagentenwinkel der Abszisse gleich der Ordinatest?
tana=y = a = arctary
¥ & arctany'=y = Yy = tary

e

LdsungdengI:y'=ﬂ=tany = i=dy = i='[dx jcosymy '[dx
dx tany tany

= In|siny fx+c = siny=¢e“® = y= arcsi x*C)
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3 Differentialgleichungen héherer Ordnung
[ y=f(x
n mal integrieren = y=...
Bspl: y"=x
X2
y'=7+0
X3
y=E+ClX+Cz
Bsp2: y'=a (Beschleunigung  conjt y=y(t)= Weg Zeit F
y zat+c
yzlat2+clt+c
2 2
(2 y=1(x)
. ", 1 2 2\ !
gilt: yEy=E(y2) = (yz) =20 (x) = y2=2_[f(x)dx+cl
= y=/[f(Qd+g = y=[[f(x)dc+g x+c,
Bspl: y'¥ =x
S =x = (v =20 = yi=xiee = y={ieg
= y='[\/x2+cl+c2 = l{x J/x2+cl+clﬂirsinhi}+c2
o2 Je
Bsp2: y'y' =1
%(y’z)'=1 = y’=2x+c = y=JX+c =
1¢.2 1.
y:I 2X+qmX+Czé;§(ﬁ§E z? mz"'czzg (2X'|'C:L)3-|-C2
[3] Dg: F(xy.,y')=0
Substitution: y'=2 = F(x,z,Z)=0
Bspl: y-y"=0
= z-7=0 = izzl = Injzkx+c = |z =€'l&" = z=C&
y'=z
gil:  y=z=gl = y=cl&+c,
Bsp2: y"-xy'=0

’ 2

' , z X
= 7Z-x2=0 = Z=xz = —=X = In|z|=7+c
y=7 Z

12 12 1o
=X =X =X
= z=e* [=e? &=y = cJeZ dx+c,
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4 Lineare Differentialgleichungen

4.1 Grundlagen

Def. 4.1
Eine Differentialgleichung_ a, (x) BV =a,(X) Y +a, (X) ¥ +a,(x) " +...a,(x) B =r(x)
j=0
heiRt lineare Dgl. Sie hei’t homogen fallx) = 0. SiBhinhomogen falls(x) # 0.
Bspl: y+x0/' =0 lineare homogene Dgl 1. Ordnung
y' +xy' =x° inhomogene: Variation der Konstanten
y" +xy" + Xy -y =sinx inhomogen, linear 3. Ordnung

Bsp2: —2B/——Ey'+ y'=0
X X

Losung: y=xX Probe:%D(—fth 0=0
Losung: y=2x Probe:x—22 [2x—§[2+ 0=0
LOsung: y=7x

Losung: y=clx Probe:%m:x—fmﬁoz 0

Satz 4.1 . . . . . .
Istz(x) eine spezielle Lésung einer homoggetinearen Dgl, dann ist es auxi(x)

wobeic eine beliebige Konstante ist.

Bew: Seiw=clZ(x)

3, () =3, ()22 (9 =c13 s, ()2 (x) <=0

w elnsetzen e

Bsp2: Fortsetzung
2 2 ] I/
SI-TO+y'=0
X X
spezielle Lésung: y=X
y=x

Probe: %D(2 —EEZX+ 2=0
X X

= Loésung: y=x+Xx

Satz 4.2 ; . . . .
Sindz (x) undz,(x) spezielle Lésungen einer hgeen linearen Dg

dannist es aucl =z (x)+2z,(x) ( Superposition der Losufjgen

Bew: jz;aj(x)ﬁw“) (G20 (x)+ 2 (x)] = Za() ) (%) + za() ) (x)=0+0=0

Bsp2: Fortsetzung
22y =0
(1) spezielle Losung: y,=x = Yy, =¢[X
(2) spezielle Losung: V,=x* = vy, =c,X
(8) y=¢x+c,x¥* = Losung= allgemeine Losur
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Satz 4.3
Die lineare homogene Dg} (x) [y +a, (X) 0/ +...a, (x) 3" = 0

besitztn spezielle Losungeny,,...y, , so ddgsallgemeine Losun

y=cy,+c,y,+...c.y, alle Ldsungen umfasst(cj = co&st

Bsp3: y'+y"=0 Dgl
spezielle Losungeny, =sinx
Yy, = COSX
¥s =1
Yag =G Binx+c, [bosx+c, [

Bsp4: %Ey—gw +y" :—12 (inhomogen)
X X X
1
Yo _E

y=c x+c,¢ = Losung der homogenen Dql. B

allgemeine Losungen der inhomogenen Qgt%+ (cl x+c, D(z)

25 20 221 _ 1.2 2, _
Probe: FB/—;E&/ +y —?[E+qx+czx2}—§[cl+2c2x]+2c2—?+7+ 2(;2—7—4;2+ 2:2—X

Satz 4.4
Gegeben sei die lineare inhomogene &) [y +a, (x) ¥ +...a, (X) 1 =r(x).

Die allgemeine Lésung erhalt man, indem man zwatigemeinen Losung der homagsn Dgl
eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl addigrtz y, +c,y, +C,y,+...C,Y,

Bew: einsetzen:

i‘oaj (X)EEYO(” +(Cly1“) +...cnyn(”ﬂ :Zn:aj (x)[@yo(” + yn(i)) =28 ()3 +Ya ()3, =r (x)+0=r(x)

n
j=0 j=0 j=0

Zusammenfassung

@ (x) y+4 (x) 5+ .4, (x)- 3 = r(x)

ja nein
homogen inhomogen

F=ay Toy t. Gy FEYptan Ty, 00,
y; = spezielle Losungen ¥, = spezielle inhomogene Losung
oy +...c,, = allgeime homogene Lésungen

4.2 Lineare Dgl mit konstanten Koeffizienten

4.2.1 homogene Dgin

Def. 4.2
Die Dgla, y+a 0/ +a,0¥" +...a, /" =0 mita, =R,

heil3t lineare homogene Dgl mit konstankoeffizienten.

Bspl: 3y"-2y'+y=0
y(4) _3ym + y — O
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Bsp2: g (Y+a, [y +a,0y" +...a, " =0
Ansatz: y=e"  (A=7?)
= ae"+ae’l+a,g"A’+..a,"4"=0
y Yy

N0

= e"[a+ai+a’+.aA"|=0

charakteristisches PolynoRy ()
A=Nullstelle vonR, (x)

Bsp3: y'-2y'+2y=0

charakteristisches Polynom: A>-31+2=0

> asdefacll o [H0] vaevos
Bsp4: y'-2y'+y=0

N=2A+1=0 = A=1i-1= 1

V=€

y, =?=¢e"[X

Probe zuy,: y = xe*
y =€ +xef =e*(1+X)
y' =€ (1+x)+e' =€ (2+x)
= Y -2y, +y, =€ (x+2)- 2 (1+x)+xe* = 0
Yaig = CE +C,x€"
Bsp5: y'-2y' +2y=0
A2-20+2=0 = A=1JE- 2= %]

(1+])x

y, =¢ e
1 (1-1)x yallg = Cle(l ) + Cze(l i)
y2 =€

Eliminieren des komplexen Anteils
yallg - Cle(l+J)X +Cze(l—J)X - Clexejx +Cze><e—jx y - Cﬁx (COSX+ J [BII’]X)+C26X( COS — J 0 Slu)
uler
e =cosx+ j ik
e ¥ =cosx-j B

=(c, +c,) e [Eosx+(c,j —¢,j) e Osink = ¢g* Ocox + & £° O sint (¢,= komplex=

Losung vona,y +a,y’' +a,y" +...a y!" =0
Man lose die charakteristische Gleichusg+a +a,A° +...a A" =0 und erhalt die Nullstellel
[1 A reell, Vielfachheit isk
= y =€ y,=xe”; y,=xe oy =X
[2] A =u+vj komplex, Vielfachheit
= vy, =e*cos(w); y,=e" sifw)
[3] A =u+vj komplex, Vielfachheik

= vy, =e*cos(w) Yy = €% sin(vx)
y, = xe* cos(vx) Yiez = X€*sin(vx)
y; = x?e* cos(vx) Yies = X2€%sin(vx)

Y =xe*cos(wx) y, =x'e"sin(wx)
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Bsp6:

Bsp7:

Bsp8:

Bsp9:

y(4) _6ym +17yu _ 2&/1 + 2@ — (
charakteristische Gleichung: A* =61 +174? - 281+ 20= (

Nullstellen: A, =2 (zweifach)

Ay =1+ 2]

A, =1-2j
y]_ - e2x
Y, = xe* L o ) L

= Yo =CE +CxeT +C L cOsX+C e sinX

Y, = € cos X
y, =€*sin 2x

y'+a’y=0 (Schwingungsgleichur)
charakteristische Gleichung: 1 +w* =0 = A°=-w® = A=1wj=0twj
y, = €™ [EoSwX = COSuX

y, = €™ [Binwx = sinwx = Yag = G COSWX+C, Sinwx
2 - pu

y9-y=0

A-1=0 = A*=1 = A?=+1 = A=1-1j -]

y, =€

Y, =€ o ,
ox = VYaq =C€ +C, " +CyC08X+C, SINX

Y, =€ [E0SX = cox

y, = €™ [8inx = sinx

Gedampfte Schwingung  (Federpendel)

) F = Rucktreibende Krai
F~-s(t) => F=-k3(t) (k = Federkonstante
(2)  Reibung: R~ -v=Geschwindigkeit -s'(t) = R=d(t)
(3) F=mR=m3'(t)
= mE'+dEF+k3=0
Lésung der Dgl:

2
charakteristische Gleichung: mA>+dA+k=0 = /12+E/l L 0 = A= —ii d - _k
m m 2Zm V4m® m
. d> k > _k
Schwingung = s;——< 0 d°<— " = &Kln
m° m m
2
A =—it k_d > | =-0twj
2m \m 4m
I
— Ot sct
N s eié 09
s, =e’sinat
2 2
Frequenz: w=2mrf = k_d ; = f=i k_d 5
m 4m 2r\'m 4m
4.2.2 inhomogene lineare Dgl
Satz 4.5 )
gegeben: g [y +a [y +a,0y" +...a,§" =r(x)
sei: z=cy,+c,y,+...c,y, allgemeine Lésung der homogenen iyl
Y, eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl.
dannisty =c, +cy, +c,y,+...c,y, allgemeine Losung der inhorangn Dgl
Bew: identisch mit Satz 4.2
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Bspl: y"+y=x
(1) homogen:y"+y =0
= A*+1=0 = A=%j=0%]
y, =€ cosx = cox
y, =€ sinx = sinx
Y, =€, COSX+C, Sinx
(2) eine spezielle Losung, = x
(3) Yaig =X+ COSX*+C, SINX
Bsp2: y'+y=1+x’
(1) homogen:y"+y=0 B:Sgl Y, =C, COSX+cC, Sirx
(2) spezielle inhomogene Lésung:
Ansatz: 'y, =a+bx+cx’

y, =b+2cx
Yo =2C
in Dgl einsetzen =  yy+y, = 2+(a+bx+cx2) =
a=-1
= 2c+a=1 = |b=0| = y,=-1x
c=1

(3) Yaiy =(~1+x*) + ¢, cosx+c, simx
Bsp3: y'+y=x-2x+x3
(1) homogen:y"+y=0 = Y, =G COSX+C, Sirnx
sp
(2) Ansatz: y, =a+bx+cx’ +dx’®

Y, =b+2cx+3dx?
Y, = 2¢+ 6dx

!
( e+ a)+9x+9x2= 4 x?

in Dgl einsetzen= y;+y,=( &+ ®<)+(a+bx+cx2+dx3)=( @+a)+( cB+b)x+gx2+gx3[=x— 2+ x3
—_— -2 1

2c+a=0 a=4

6d+b=1 b=-5 by 3
= = = Yy =4-5X= X +X

c=-2 c=-2

d=1 d=1

(3) Yaig =(4-5x=2¢ +X°) +¢, cosc+c, sin

Satz 4.6 , , )
a,y+a ¥ +a,0y +..a 3" =R(x)

(R (x) = Polynom vom Grat)

Eine spezielle Lésung findet man durch den unbesten Ansatz
Yo =by +bx+bx* +...b x™ (m=k) wobei dieb, durch Koeffizientenvergleitestimmt werder

Bew: einsetzen

Bsp4: y"+4y' =x
inhomogen: Ansatz: y=a+bx+cx?
y' =b+2cx
y'=2c
y" =0
einsetzen = 6 b+ &)=x kein Koeffizientenvergleich maglich
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neuer Ansatz: y=a+bx+cx® +dx®
y' =b+2cx+ 3dx*

y" = 2c + 6dx
y" =6d
einsetzen = @+ (b+ &+ (33(2):x2
12d =1
= |6d+4=0 = [d=i|43=—£=——1 = b=——1|c=%
12 12 2 6
8=0
= yo=—£x+ix3
8 12
Anmerkung:

Steht auf der rechten Seite der Dgl das Ponng(rx) (siehe Satz 4.6), wahle man als Ansatz fir dierimbgenen
Lésungen ein Polynom vom Gradte Wenn dieser Ansatz nicht zum Erfolg fuhrt, erhéfen den Polynomgrad um 1.

Bsp5: y-y=7
(1) homogen: y'-y=0
= A-1=0 = y=¢€ = y, =c
(2) Ansatz: y,=a = 0-a=7 = a=-7 = y,=-7
(3) Yug =—7+ce"
Bsp6: y'+Yy -3y =x-3x"+x*
(1) homogen: y"+y'-3y=0
= A+1-3=0 = /l=—li\/—17+3={1'3028 = vy, =¥ +c,eg ¥
2 \4 -2,3028
(2) Ansatz: y, =a+bx+cx’ +dx® +cx*
Y, =b+2cx+ 3dx* + 4ex’
Y, = 2c+ 6dx + 12X

= yo+y,—3y,=(2c+ 6dx+ 1b()+(b+ 2x+ B+ éxs)—(a+bx+cx2+dx3+cx4);x— 7+ x*

einsetzen

[2c+b-3a=0 | [a=-1,098]
6d+2c-D=1 b=-1,741
12e+3d-%F=-3] = |¢c=-0,778
4e-3d=0 d=-0,444
|-3e=1 | | e=-0,333]

(3) Yy = Yo+ ¥, =(-1,098- 1,74%— 0,778 — 0,444- 0, +(ce"®* +c g 3%
allg 0 h Cl 2

Satz 4.7
3 y+a [y +a,0y" +...a, [j" = ae™
Falll: p keine Losung der charakteristischenichleng
= Ansatz: y, = Ae™
Fall2: p istm— fache Losung der charakteristisckiaichung

= Ansatz: y, = AX"e™

Bew: einsetzen

Bsp7: y"+y=2¢e*
(1) homogen: y"+y=0
= A*+1=0 = A=+%j=0x] = VY, =C COX+C, SiX
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(2) Ansatz: p =3, keine Lésung, Fall .

Y, = Ae™

Y, = 3Ae™

Yy = 9Ae™

= Yty =A™+ AT 1047 = 2% = 1A= 2 = A=é
1

Yo = ges

(3) Yaig =éesx +¢, COSX +C, Sinx
Bsp8: y'— &/ +y=¢€"

(1) homogen: y"'- 2+y=¢"
= A2-2A+1=(1-)°=0 = A=1 (zweifach y, =€ ;a,=xe"
Yy, = Ce +c,xe"

(2) Ansatz: p=1 =
y, = AX* [&"
Yo = A(2xex + xzex) = Aet (2x+ x2)
Yo = Aex(2x+ x2)+Ae*(2+ ) = Aex(2+ A+ XZ)

= yh -2y, + Y, = Aet(2+ ax+x7) - 28e" ( &+ )+ A [ = Ag 2+ (= 2ezet = A=%

einsetzen
1 2 X
==Xx€e
Yo >
Bsp9: y+y =2¢"
(1)1+A=0 = A=-1= y=ce”
(2) p=1 = y,=A¢e
= Yty = A +Ae =2Ae'=2A¢" = A=1 = y,=¢

einsetzen

(3) yallg = eX + Ce_x

Satz 4.8
a,[y+a 0/ +a,0)" +...a " = Acospx+ B sinpx
Falll: jCp keine Lésung der charakteristischeni¢leng
= Ansatz: y, = A copx+B sipx
Fall2: j[p istm— fache L6ésung der charakteristisckiaichung

= Ansatz: y, =x"[A copx+B simpx|

Bew: einsetzen
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Bspl0: y"-4y'+4y = sinx
(1) homogenA?-41+4=0 = (1-2°=0 = A=2 ( zweifach
y, =c €™ +c,xe™
(2 p=1 jO=1, keine Lésung=
Ansatz: 'y, = Acosx+B sinx
Y, = —Asinx+ B cosx
Y, = —Acosx— B sinx
= yp+4y,+4y,=(-Acox-B six)- 4-A six+B cos)- (A casB

einsetzen

=sinx[-B+ 4A+ 4B + cox[-A- B+ A= sin
1 0
4A+3B=1 A=0,16 ,
= Y, =0,16cox+ 0,12 sir
3A-4B=0| camer | B=0,12
(3) Ya, =(0,160cosc+ 0,12 sir) +ce™ +c,xe™
Bspll: y"-2y"=0,2[tosX

A=0 eifach
1) 1°-212=0 = { ZWwel

A =2 einfach
y, =€™ =1
y, = xe* =x = Y, =C +C,X+C N
2X
Y,€

(2 p=2; j2=2j; keine Nullstell
Ansatz: y, = AcosX+B sinX
Y, =—2Asin %+ B cos
Y, = —4Acos X— B sing
Y, =8Asin - 8 sin X

=, %% cosa{ - ]+ singl B+ 4] 03 cox2

einsetzen
{8A—88= 0,2} N {A= 0,01254
8A+8B=0 B=-0,012
(3) Ya, =0,0125 cos®~ sin®)+c, +C,x+Cce”
Bspl2: y"+y=sinx

Yy, =0,0125]Jcos®—- 0,0125sir

(1) homogenA*+1=0 = A=%j = Y, =C COX+C, SirX
(2) p=1 pO=]j
Fall2: vy, =x(Acosx+B sinx)

Yo = Acosx+ B sinx+x[-A sink+B cog]= cod A+Bx]+ sijB-Ax]

Yo = —sinx(A+Bx)+ cosx(B) + cox(B-Ax)+ sif-A)= sik[-A-Bx-A]+ co§B+B-AX|

=sinx[-2A-Bx|+ cox| B- 2|

= yi+Y, =sinx[Bx— 2A-Bx|+ cosx| Ax + IB—AX]!= six

einsetzen

-2A=1 A=-0,5 1
= = Y, = ——=Xx[tosx
{ZBzo} [B=O } 2

(3) Yag = —%XEDOSHC1 CoX+cC, Silx
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Bspl3: y'+y=cosx
(1) homogenA+1=0 = A=-1 = y=ce”
(2) Ansatz: 'y, = Acosx+ B sinx
Y, = —Asinx+ B cosx

= Yy +Y, =sinx[~A+B|+ cox[B+ A]l= COX

einsetzen

-A+B=0 1
= A=B==
A+B=1 2

3) Yayg =%(cosx+ sinx) +c &

Bspl4: Pendel

sing :i:ﬁ

mg |
F =-F =-mg8ing
F =mx

v
‘ = X+gx=0 Dgl
= I

1

Lésung der Dgl

= /12+|9=o = A:i\/lg[j:&:\/lg[j
i
= x(t)=clcos\/|§[ﬂ+c2 sir\/lgtﬂ

x(0)=0 = x(0)=c cosGc, sin& 0= c,= 0

= x(t)=c,sinat mitw= \/I§

¢, = Amplitute

x, (t) = €™ [tos

=y

x, (t) =€” Bin, |= O

==

w=2rf = f2ﬂ=\/§ = f=i g = T=21|—
I 2\ | g

Aufsuchen einer speziellen Losung lagily +a, (¥ +a,0y" +...a, /" =r(x)

r(x) Bemerkung Ansatz
Polynom Gradh Polynom Grad=n
a@e™ p # Lésung charakteristischen Gleicht y, = Ale™
a@e™ p = Losung charakteristischen Gleicht Yy, = X" [A[@™
alt¢ospx+bsinpx | jp# Losung charakteristischen Gleichu Yy, = Al¢ospx+ B [sinpx
altospx+b[sinpx | j[p=Losung charakteristischen Gleicht | y, =X ( AlGospx+ B sinpx)

} = mx:—ng'I;inq):—mg# (x(t) = Auslenkung Ruhelag
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5
5.1

Bspl:

Bsp2:

Bsp3:

Anwendung von Differentialgleichungen
Anfangswertproblem (AWP)

Es seiM eine Mengé ,; (  Anfangsmefge ,. Her@dioaktiv, so dass die Menge abniin
Man berechng(t) = Menge zur Zei
y(0)=M

y'(t)z%:AbnahmezurZe'rt > y~y = y=-ay

- o9

= A+a=0 = A=-a = y=clE&” Losung
y(0)=c@“®=c=M

y(t)=M &

Zusammenfassung

y+ay=0
y(0)=M

Losung: eindeutig

Feder  (y(t)=Ausschlag

} Anfangswertproblem (AWF

y' +a’y=0 (Schwingungsgleichur);
= A+0’=0 = A’=-0" = A=zxwj=0twj
y, = cosak _
. Yaig = G, COSGt +C, sinut

y, =sinat
y(0)=0 .

) Anfangsbedingung
y'(0) =v,

= y(0)=c cosO+c, sinG 0= c,= 0

einsetzen

y'(0)=cwcoswl=v, = c, =%
w

Losung: y= % Osireat
w

Zusammenfassung:
y'+&'y=0

y(0)=0 AWP
y'(0) = v,

Ein Geschoss werde senkrecht nach oben abgeschbssémfangsgeschwindigkeseiv, .
Man berechne die Hohenfunktigiit) (  Luftreily vernachlassig

y=-9 y'=-g
y(0)=0 AWP = y=-gt+C
Yy =% y:—%gt2+clt+c2
Anfangsbedingung:

y(0)=0=—%go+q0+cz = ¢,=0

y'(0)=v,=-g0+c, = ¢, =V,

= y(t)= —%g’[2 +yt
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Def. 5.1

Ein Anfangswertproblem (AWP) ist gegek

1. durch eine Dgl

2. durch zuséatzliche Anfangsbedingungen der Form
y(@)=ay; y(a)=a; y'(a)=a, ... Y¥(a)=a,

so, dass die Lsung eindeutig w

Bsp4: Elektrischer Schwingkreis (R-L-C)
i (t) =Stormkreis= ?

q(t) = Ladung

Energie im Kondensataf, = lgq—

2

2 C

Magnetische Energie in der Spii,, :%El_i2

Warmeentwicklung =

= —[gm'ﬂ[ﬂm}:im =~ -di=ir = -9_ii=ir =

Cdt C

N

: (W, +W, ) =i’ R = —%(1£+

q _da_ C ableiten C

= Li"+Ri'+1[ﬂ=0
C

_ i(0)=0
Anfangsbedingung |, AWP
i'(0)=0,1
Lésung der Dgl:
2
= LD12+RD1+é=O = /]2+&+i:o — ,]:_34_. R

i, (t) =€ [Eosat
i, (t) =€ Binat

L LC
R 1 e | \ﬁ
47 LC JLC C

2
YL I N
2L 4 LC
‘—0/_—‘ —_—

w

i, (1) = C&7 [Bosat +c,e ™ [Binat

Bestimmung der Konstanten:

i(0)=ce oswOrc,eOsitw 0 = ¢, = 0
i'(0) = 0,1=c, | -0 & Ckinw O+ e *°wcom §
Losung des AWP:

i(t)= 01 int mito = Z—'T_
w

- -Li"=iR
C

2 2
w= 2rf = i—iz = f :i _1—12
VLC 4L 27\ LC 4L
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5.2 Randwertprobleme (RWP)

Bspl: Ein Geschoss werde zur Zeit 0 nach oben aebgssen und soll nach genas10 Beden wieder erreiche
Wie grof3 war die Anfangsgeschwindigke

y'=-9 Dgl:  y'=-g
y(0)=0 | RWP y =-gt+c
y(19)=9 y=—%gt2+qtﬂ+c2
y(0)=c, =0

1 1gElO2
y(10)=-2 900 +6 0= 0 = ¢ = 2 o= 490

Losung: y(t) = —% gt” +49, 051 [ m|

v, =y'(0)=¢ = 49,057
S
Bsp2: Ein Kfz beschleunige wahrend der Fahrs 10 lang @7/, und lege in dieser Z&260m zuriick
Wie grof3 war die Geschwindigkeit zu Begider Beschleunigun

z(t:) ;y\éVeg zur Zeit ot 06
y(0)=0 RWP y =O,6t:rc;l

y(10) = 250 y=0,30 +¢ T+c,
y(0)=0,30F +¢ [0+c,=c,= 0

y(10)= 0,316 +¢ 016 250 = ¢, = 252; 30_ ,

Lésung: y(t)=0,3*+22

Geschwindigkeit: y'(0) = 0,600+ 22= 23" [ 79,%
S

Def. 5.2 Ein Randwertproblem (RWP) ist gegek
1. durch eine Dgl
2. durch zuséatzliche Anfangsbedingungen der Fofm
y(a)=a; y(b)=8 y(c)=y ... y(k)=«
so, dass die Losung &< x<b  eindeutig w
Bsp3: y"-3y=0 Dgl: y"-3y=0
y(0)=0 A?-3=0 = A=+/3=0t/3
y(1)=e” = y=geProe™

Randbedingungen
y(0)=ce+ce’=0 = c,=-c,
y(1) = e’ +ce? =cl[ef3—e'f3] =e® = ¢ =—%—5%=103 = c,=-10:

Lésung: y=1, 03’ - 1,08
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5.3 Eigenwertprobleme (EWP)

Bspl: Harmonische Schwingung
y(t) = Auslenkung aus Ruhelage

Harmonische SchwingungF ~ —y(t)

F=mly=mG/"
S MY oy > MY =k S Yriy=0 =y iy=0
m seik=1 m
Wie grof3 ism zu wahlen, damit die Freqaf = 1 ist’
:1 - T=1
T
1 Dgl Y +=y=0
y +Ew:0 m unbekannt T L .
y(0)=0  |m= Eigenwert A2+==0 = A=x—=—[=0+——=I]
m Jm T
y(1)=0 EWP 1 1 1 1
=cos— =sin—=0 = y=cUOcos=M0+c, sir—=0
R R R YEATOm T
Randbedingungen:
y(0)=c kosO+c,OsinG 0= c,= 0
1 1 1 1 1
1)=¢,Bin—=0 = sin—=0= —=27 = —=4#&# = m=——
vy =e.sin m Im m yre
Def. 5.3 .
© Ein Eigenwertproblem (EWP) besteht i
1. durch eine Dgl mit einem unbekannten Faktor (Eigert)
2. Randbedingungen (eventuell mit unbekanntem Faktor
Bsp2: y'=-ay
y(0)=y(2)=0
Dgl: y'+ay=0 = A*+a=0 = A=+Ja[]
= y=gcosJax+c, sinax
y(0)=c cosOrc, sinG 0= c,= (
y(2)=c, sinVa 2= 0
= (1) ¢=0 = y=0
. n’ I
2) sinva2=0 = +a2=nr (nON) a= ¢, = beliebig

Bsp3: Ein Kfz werde bei der Geschw. 5

s(t) = Weg~ Zeit- Funktior

abgebremst, demBweg betraft 20 . Wie grofawdie Verzégerung

s'=-a a = Eigenwert .
so):o Dgl: s'=-a
a=?, T=7? s =-at+q

s(T)=20

, s=-0,5t’ +ct+c,
s'(0) = 501y, = 13,889,
s(T)=0
s(0)=c,=0 1)
s'(0) =c, =13,88¢ (2)
s(T)=-0,5aT2+13,889 = ((3) = T[-0,5aT +13,889= 2
s(T)=-aT +13,889= C (4) = aT =13,88¢

= T[-0,5013,88% 13,8g%= 29= T= 2,8 a =B’TSSQ = %% 4,8222 = Bremsverzdgerur
einsetzen , S
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ANHANG: KOMPLEXWERTIGE FUNKTIONEN

1 Exponentialfunktionen

e3+4j - ?

Def. 1.1 : — —
z=a+hj = €& =" =¢d” = &*(cosb+ j [kirb)

Euler

Eulersche Formel:
e™ =cosh+ j [sirb

Bspl: €/ =¢'e’ =¢(cosl+ jOsin)= 1,469 jO 2,2¢
Bsp2: €7 =¢'e” =e(cosm- j [kinvr) = -e

Satz 1.1 .
a sei f (z) =€” periodisch = & =™ (kDZ)

Bew: €% =g’ [@*" =¢*(cos &+ jOsinRm) =€
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2 Trigonometrische Funktionen

e™ = cosx+ j [sinx
e =cosx-jsix  (xOR)

=
addieren

e +e ™ = 2[tosx
e” —e* = 2] Binx
=

COSX = %(ejX + e'jx)

sinx = Zij(ejx —e)

Def. 2.1
_1 jz —jz
cosz——(e +e )
2
sinz:i,(e"z—e'jz) (z=a+bj)
2]
U N i 1, . .
Bspl: sinj=—(e" -7 )= —(e?-¢€')=—(e'-e')=-=(e*+e)j =-1,175
pL: sinj = )=5; (e €)= g(e7-e) = (e +e)] 2
Bsp2: xOR = |sinxk 1l sei silz =
= %(ejz—e'jz)=2 = ef-e=4j = @) _ @) = g) o gl —gltgt’ = 4j
] z=a+hj

= (cosa+ j[sim)e™~( coa-jOsin)e’ = # = caﬁ(e‘b—eb)+j[ sﬂ(e‘b+eb)]: j4
b :

cosa(e'b—eb): Q
T T (b _ b -b _ b
= ) = cosa=0 = a=— = sm—(e —e):4: e’'-e€= 4 = u=
sma(e‘b —e") =4 2 2 u=e’

= U-4u+1=0 = u=2¢y3=¢ = b=I{2V3 = sim = siEl—T+jDI(| 2[)3}: 2
nur eine Lsg z=a+bhj 2

Anmerkung:

[rl = xreell

sinx=r =
{|r|>1 = X komplex

Def. 2.2 .
tanz=£
C0sz
COtZ—%
sinz
_ sin( 3+ 4j)
Bspl: tan(3+ 4)= =>—— 1
L = Ey
. N L s ciea)]_ Lrosia s a7 C a4 . .
(1) sin(3+ 4j) —Z—j[e’ S gt ]—2—1_[63’6 ‘-e Ve —2—j2[(0053+ jOsin3e™ ~( cos3 |0 sina’ ]
=-3,854~ j 27,03
(@) cos(3+ 4) =%[ej(3“‘” +ei(3“”)] =...=-27,01%j03,8"
(3) tan(3+ 4)= ~3,854- j 27,035 ) 579g j00,9€

—27,017- j 03,851
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3 Logarithmusfunktion

Def. 3.1 _ . .
z=z|€¥ = Inz=In[|z[€”]=Injz  I{e’)= Ink kj¢

Bspl: In(1+3j)="?

z=1+3j =z [8" = 9e??°=10e™*= I{ ¥ 3)= W 10°*°= ¥ 180 1,249 11550 1:
Bsp2: In(-1) =2

-1=1&" = In(-1)=Ine" =7j

Anmerkung:
INnxmitx<0 = x=komplex
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4 Potenzen

Def. 4.1

W wilh z

[Inlﬂ@] ézf

Bspl: Jl =glhi _eJ[InI1I+1¢] e —e

=e
i (1 =gt - ] ) _ oot sons

nv2+2
e EECOS(—%T+ In\/—2j+ j Dsir(—%+ Irt/—ZH = 2,808 1,31

Bsp3: 1! =™ =1
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5 Hyperbolische Funktionen

Def. 5.1 1
coshz= —(eZ + e‘z)
2

sinhz = %(eZ —e’z)

sinz
tanhz=——
cosz
cosz
cothz=——
sinz

o R I | . o
Bspl: sinh(3+ 2)) —5(63 2 —g 3_2])—5(63621 -e'® 2’)——2[e3(c052+ jOsin2-e { cos2 0 sm)%
=-4,1689+ | [19,146!

Bsp2: sinh(j [z) =%(ejZ —e’jz) =j E—Izlj(ejZ —e’jz) =jBinz = sinhjz) = jOsir(z)
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6 Die ganze lineare Funktion

w = az+b heildt ganze lineare Funkti

Bspl: w=(1+3j)z+(4- 2j)
Bsp2: w=z+b=Translation

Satz 6.1 . . . . . .
Die Funktionw=z+b stellt in der Gau3schen Zahlenebéme Eranslation (Parallelvestiebung) dai

Bsp3: w=alz

a=|a|@” =|a | co® + jOsip)

z=|z|€" =|z |( cog + j Osig)

= w=alz=a|z @YY =w [g“ =w
|wEla |0z || - Streckung uma| |
a=¢+y |-Drehung umyp

=

Salz6.2 Die Abbildungw =alZ ist eine Drehstreckung:

Streckung um Faktora | und Drehung um Winkel(ajg= ¢

1 1
Bsp4: w=| —+ = |z
P [ﬁ szj

Streckung: ‘/}+—1 =
2 2

Drehung um 45

Satz 6.3 . . . L
Die Abbildungw=alz mit p F 1ist eine Drehung der Gaulbebemg = argﬁa)

Bsp: Mandelbrot — Menge
W, =W, +2
w, =1
Die Menge der Anordnung der Punkte in einer Ghafle nennt man Mandelbrot — Menge
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